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ERRATA. 


Page 220, ligne 26, au lieu de {é,t=+(m+)),...,+(m+p)] lisez 
[i2 +(m+1),..., £(m4-p), k-— (m4 p), ...,--(m--p); i2 —m,... tm, k= £(m41), ..., : (m p)]. 
Page 293, ligne 22, lisez D, = — Du. 
» 228, formule (h), ajoutez le terme Xa,,. 
» 239, formule (h), ajoutez lelterme S = Xa,,. 
» 242, ligne 15, au lieu de ay lisez ax. 
» 270, ligne 1, au lieu de ne se coupe pas soi-même lisez embrasse l'origine 
une seule fois. 
» 271, ligne 17, au lieu de y,, lisez y,.- 
1, ligne 3, au lieu de 4, ; lisez w,. 
» 293, seconde formule, au lieu de n<..<m lisez m «n-—1-..-—n-t1. 
» 294, derniére formule, et page 295, premiére formule, au lieu de p 


lisez iu 


ÜBER BIEGUNGSINVARIANTEN. 


EINE ANWENDUNG DER LIE SCHEN GRUPPENTHEORIE 
VON 


KASIMIR ZORAWSKI 


aus WARSCHAU. 


Biegungsinvarianten werden wir solche Functionen des Ortes in einer 
Fläche nennen, welche bei jeder Biegung der Fläche in jedem Orte ihren 
ursprünglichen Zahlenwert behalten." Das Gavussische Krümmungsmass, 
die BecrRamrschen Parameter und Mixping’s geodätische Krümmung z. D. 
sind Diegungsinvarianten. Sie sind von den genannten Mathematikern 
schon längst aufgestellt worden. Im Jahre 1884 skizzierte Herr Lie eine 
Methode zur Berechnung aller möglichen Biegungsinvarianten.” In der 
vorliegenden Arbeit teile ich dasjenige mit, was mir auf diesem Wege in 
Bezug auf die Theorie der Biegungsinvarianten zu erreichen gelungen ist. 

Es war eben Herr Lr selbst, welcher mich dieses Problem zu be- 
handem veranlasste. Er richtete meine Aufmerksamkeit hauptsächlich 
darauf, dass es wichtig wäre, die Anzahl der Biegungsinvarianten ver- 
schiedener Ordnungen zu kennen.” Demgemäss bildet die Abzählung der 


1 





Diese Benennung ist von Herrn WEINGARTEN eingeführt worden (Journal f. r. 
u. ang. Math., Bd. 94, S. 182) Herr WEINGARTEN nennt aber Biegungsinvarianten nur 
diejenigen Funetionen, welche wir später (N° 13) als Gaussische Biegungsinvarianten be- 
zeichnen. Es scheint nämlich zweckmiissig, für alle Differentialinvarianten einer unend- 
lichen Gruppe, die wir im Folgenden (N° 4) definieren werden, den gemeinsamen Namen 
»Biegungsinvarianten» einzuführen. 3 

* Mathem. Aunal, Bd. 24, S. 574-—575. 

* Es handelt sieh natürlich um die Anzahl der unabhängigen Biegungsinvarianten, 


wobei zu bemerken ist, dass je N Biegungsinvarianten, etwa 7,, J,,..., /y, dann und nur 


dann von einander unabhängig sind, wenn keine Identität von der Form F(/,, /,,..., 74) — o 
besteht. 
Acta mathematica. 16. Imprimé le 10 décembre 1891. 
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Biegungsinvarianten den Hauptinhalt meiner Arbeit. Doch beschäftige 
ich mich in den zwei letzten Paragraphen auch mit der Berechnung der 
Biegungsinvarianten durch Integration von gewissen vollständigen Syste- 
men. Ich darf hier bemerken, dass Herr Lir, als ich mich mit diesem 
Probleme zu beschäftigen anfıng, mir die Resultate einer nicht gedruckten 
Arbeit von seinem Schüler Herrn HARTMANN mitteilte, in der nach der 
Lin’schen Methode die bekannten Biegungsinvarianten aufgestellt werden. 
Diese Rechnungen findet man bei mir im $ VI; es schien mir aber be- 
quemer, dieselben etwas anders durchzuführen, als es Herr HARTMANN 
gethan. 

Auf die geometrische Bedeutung der Biegungsinvarianten gehe ich 
nicht ein. 

Den Herren Lie und ENGEL erlaube ich mir hiermit für Ihre wohl- 
wollende Unterstützung meinen besten Dank auszusprechen. 


81. Einige Hülfssätze. 


Es scheint mir zweckmässig und sogar nötig zu sein, den nachste- 
henden Untersuchungen einige Hülfssätze vorauszuschicken, um später die 
Discussion meines Problems nicht unterbrechen zu müssen. 


1. Zuerst führe ich ein Theorem an, auf welchem die ganze Theorie 
der Differentialinvarianten der unendlichen continuierlichen Gruppen basiert. 


Theorem I. Bezeichnet 


as mu of Ay he! of 
Xf ze» El DE >, Sle, 2) SE 
1 : 1555 En 


die allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen continuier- 
lichen Transformationsgruppe in den Verdnderlichen 2, , v, , +5 U3 2 y yy en 
2,, und betrachtet man die z, als beliebig wählbare Lunctionen der x,, so 
werden auch die Differentialquotienten der z, nach den x, transformiert. 


Ce 
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Bezeichnet man im Allgemeinen: 


OY Us +... + 4n 
9^ Fass) gs 


1 
(032... Un 





ay On 


L^ 
Q4 Oar” 00.08 7 


und berechnet die Incremente aller genannten Differentialquotienten von der 
ersten bis etwa zur N“ Ordnung, so bildet: 

XO» x ? Megan. 4 D \ of 

z if PEE f al Sue (x 345 Z6... a) , 


92, y 02. . Un 


(Bit Ba. E) = + 22... an) 


wo die letzte Summe alle Glieder enthält, welche allen Differentialquotienten 
der z, nach der x, von der ersten bis zur N'" Ordnung entsprechen, die 
allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen continuierlichen 
Transformationsgruppe, welche nian N“ erweiterte Gruppe zu nennen pflegt." 


Dieses Theorem benutzte Herr Lie in seiner Theorie der Differential- 
invarlanten,” ohne es ausdrücklich zu formulieren und zu beweisen. Herr 
Lig teilte mir mit, dass er dieses Theorem bewiesen und den Beweis in 
nächster Zeit verôffentlichen werde. Demnach glaube ich, dieses Theorem 
benutzen zu dürfen. 


2. Jetzt werden wir ein Theorem aus der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen beweisen, welches trotz seiner speziellen Voraussetzungen uns 
im Folgenden gute Dienste leisten wird. Dieses Theorem lautet folgender- 


massen: 


Theorem II. Besitzt die allgemeinste infinitesimale Transformation einer 
unendlichen continwierlichen Transformationsgruppe in den Verdnderlichen 


M Li 25,55 We die Form: 
prr 
(1) A = PX rj cu | 2) Lets 


1 





1 . = 1 , = I 
Dieser Satz ist analog dem entsprechenden Satze aus der Theorie der endlichen 


continuierlichen Transformationsgruppen. Siehe: Soruus Lie, Theorie der Transformations- 
gruppen. Erster Abschnitt. Unter Mitwirkung von Dr. F. ENGEL bearbeitet. Leipzig, 
Teubner. 1888. S. 547, Theorem 94. Die Formulierung des Theorems I ist eine etwas 
abweichende‘ von der des Theorems 94. 

* Sopaus Lie, Mathem. Ann., Bd. 24: Uber Differentialinvarianten. S. 564 ff. 
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wo 
n 
G-ptl..,ptr 


gegebene Ausdrücke sind und die & ganz willkürliche Functionen ihrer Argu- 
mente bezeichnen, so bilden die infinitesimalen Transformationen 


Zn ET D AO ARE 


eine höchstens r-gliedrige endliche continuierliche Gruppe. 


Je zwei unabhängige infinitesimale Transformationen der Schar (1), 


p+r 


etwa 2 
= = MA = >, ELF und Mf SD IE 
1 


sollen durch die Operation (ZZ) eine. infinitesimale Transformation der- 
selben Schar ergeben.' 


pr ptr 
(22) = ©, EG Z(G) — ZA GI )) 


f für k — 1,2,...,p nur die Veränderliche 2, und für 


,p +r nur die Veränderliche y, enthält, so folgt: 


Nun haben wir: 


Weil aber 
Dci: 


en) EA EE 
ptr p rd ptr ptr 
ee Ze (Gr (ge Z,(&)] Zr 2 2vr6G(Z ).. 
pil p+l 


«G)AfT 8g Z) 


Da nun dieser Ausdruck einem Ausdrucke von der Form: 


ptr 


p 
Z'f = GG. ty) Lf + PM REN 9g 
müssen die Glieder, welche Z,f und die 


identisch gleich sein soll, so 


* Soruus Lie, Über Differentialinvarianten, S. 553 und Christiania Viden- 
skabsselskabs Forhandlinger 1883, Über unendliche continuierliche Gruppen, 8. 4, 
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Glieder, welche Z,f enthalten, in beiden Ausdrücken identisch gleich sein. 


p 


Das ist dann und nur dann der Fall, wenn 
(4) = 2: Qs dire Zul; (E =1 


pr 
(ZZ) E Y. Diy (9, ge sel y 95) Z.f (,U=p+l,...,p+r) 
p+ 
Ferner hängen die Z, nur von den Veränderlichen y, ab; es müssen also 


die Functionen &,, constante Werte haben, welche wir wie gewöhnlich 


mit c,, bezeichnen. 
ptr 


Folglich : 
(2: Zi) 3 pti 


und damit ist unser Satz bewiesen. 
In diesen einleitenden Demerkungen sollen noch zwei einfache 


^ 


3 
Sätze Platz finden, welche wir dazu benutzen, um die Unabhängigkeit 
von gewissen linearen homogenen partiellen Difterentialgleichungen 1i'* 


Ordnung int einer abhängigen Variablen nachzuweisen. 


Satz I: Sind die q Gleichungen: 


eU e OT core & 
( 1 » Th) dr; 


Le 
‘i 
Ti 


Xf—». 
1 


CEA 


von einander unabhängig, so sind die q Gleichungen: 
9 
guy Ces ates 


m 
Zf I X,f == + Gia 3 ER | Ty ; 21 ’ ’ 2m) 
1 


willkürlich wählbare Functionen ihrer Argumente bezeichnen, eben- 


wo die €, 
falls von einander unabhängig. 


Nach Voraussetzung kann nämlich der Identität: 
PACA D get $,) Xf + ER = yx , ON) vz,)X,f = o 


nur durch die Werte: 
24 X3 sess Xa 


o 
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Genüge geleistet werden. Besteht andererseits die Identität; 
nm, IUE Feo CSAP Se er x ces Dis dise.) 2m) Zal = O, 


so muss auch diejenige bestehen, welche wir aus dieser durch die An- 














nahme: 
9f of ef 
orem XX rU EOM - 


erhalten. Es muss also die Identität: 


Zi Ye Qe tres y 4 21 RR ue 2) X + ehe s x. omo cH Ly, E En SUIS OUT En) Xof =O 


gelten, welche augenscheinlich nur durch die Werte: 








Kia anges Ka ? 
befriedigt sein kann; damit ist der Satz bewiesen. 


Satz II: Sind die q Gleichungen: 


; NE of 
X E DAC OL o^ gio 2.) irs O (E—1,2, ..., 9) 
: zi 


von einander unabhängig, so sind die q + p Gleichungen: 
r ^ Xem of x 
Zul == AS =f Dia Gin (X REN] Ty ; 2 Je 00813. 25) am = O, (Œ=1,2;:,0) 


: NO 
"uf = NE RE Bae ay eth ie EC (94-1, ..., +0) 


- 


wo die &, und &, willkürlich wählbare Functionen ihrer Argumente bezeich- 
nen, dann und mur dann von einander unabhängig, wenn die p Gleichungen: 


Af = 0 d=q+1,..,9+p) 


von einander unabhängig sind. 


Setzen wir nämlich in der Identität: 


Has ce es Ate Tee NAVA A er 
à sf Hate yit Un Epp ee) fuil = o 
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so erhalten wir die Identitàt: " 


lan. Rei Ae ee Boa e Ea oo 2) Rel = % 


welche nach Voraussetzung nur durch die Werte: 





13 Et o QE — O 
befriedigt werden kann. Es ergiebt sich also die Identität: 
oan eo, T4357), 25a) rte m^ e+ p (213 very Dns e, CS) £) Zatol = O; 


welche augenscheinlich nur dann durch keine anderen Werte als die: 








Karl In Dr ze OT Hate — B 
befriedigt wird, wenn die Gleichungen: 
Zim O (I2431,..9 t 9) 


von einander unabhängig sind. Damit ist der Satz bewiesen. 


8 II. Unendliche Gruppe des Problems. Erweiterte Gruppen. 


Jetzt werden wir nach Herrn Lies Vorgang ' unser Problem analy- 
tisch formulieren. 


4. Es seien: 


(1) pes(m.y. «-—amm. rer) 


wo r,y willkürliche Parameter bezeichnen, die Gleichungen einer Fläche 
in Cartesischen Coordinaten p,4,r. 
Das Quadrat des Linienelementes auf der Flàche (1), nàmlieh: 


ds? = dp? + dq? + dr” 
kann man nach Gavss? in der Form: 


(2) ds? = Eda? + 2Fdady + Gdy 





1 Sopaus Liz. Über Differentialinvarianten, S. 574. 
? Gauss. Disquisitiones generales. circa superficies curvas. 
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schreiben, wo: 








/ar\ 2 4 9p op 9g 9q ar or 
(=) ? B iU 1 
voy Ou OY 92 OY 


EN ap 2 a‘ an 
C (a) 2 E m (ay 
Führen wir in (2) neue Veränderliche: 
(a) a= X(x,y), y = Y(v,y) 


ein, wo X, Y ganz willkürliche Functionen von rz, bezeichnen. Das 
Linienelement erhält dann die neue Form: 


ds? = E'dx"? + 2F'dx'dy + G'dy", 
wo EF’, I’, G' gewisse Functionen, welche man leicht berechnen kann, etwa: 
(B) B^ — Rcs LB FY — Soph Ei), 
2 — 10,9, Es RE) 


der Veränderlichen «,y, E,F,@ sind. Es ist leicht nachzuweisen, dass 
die Schar der Transformationen (x) und (8) der Veränderlichen z,y, E, F,G 
eine unendliche Gruppe bildet. 

Transformiert man nämlich vermóge einer willkürlichen, aber be- 
stiminten Transformation unserer Schar die Variablen z,y, E, F,G in 
z,,¥,,E,, F,, G,, so bekommt man aus dem Linienelemente (2) das 


Linienelement: 


ds? = E,dx} + 2F,dx, dy, + G,dyi. 


Nimmt man ferner anstatt der Veränderlichen #, , y, , E,, F,, G, neue 
2,» Vs E,, F,, @,, welche wieder mit den eben genannten durch eine 
willkürliche, aber bestimmte "Transformation unserer Schar verknüpft sind, 


so erhält man die Form: 
ds? = E,dx} + 2F,dr,dy, + G,dy;. 


Es ist nun unmittelbar klar, dass man, um von der Form (2) zu dieser 
dritten Form des Linienelementes zu gelangen, d. h. um von den Ver- 


änderlichen «,y, E,F,@G unmittelbar zu den x, ,, , E,, F,, @, über- 
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zugehen, notwendig eine Transformation unserer Schar benutzen muss. 
Je zwei aufeinander folgende Transformationen unserer Schar sind also 
immer einer gewissen einzigen Transformation dieser Schar aequivalent, 
d. h. unsere Schar bildet eine «wnendliche Gruppe. Bei dieser Gruppe 
bleibt das Linienelement invariant, es müssen also ihre Differentialin- 
varianten Diegungsinvarianten sein. Wir werden mit infinitesimalen Trans- 
formationen operieren. 

Setzen wir also voraus, dass die Veränderliche x, y ganz willkürliche 
Incremente: 


ox = E(x, y)öt, dy = »(x , y)ôt 
3 7 


erhalten, dass also £,» ganz willkürliche Functionen von x, y bezeichnen. 
Formuliert man analytisch die Bedingung, dass das Uns fete bei un- 
serer Gruppe unverändert bleibt, so erhält man: 


öEdx” + 20Fdrdy + 0Gdy^ + 2{(Edx + Fdy)( dv + £, dy) 
+ (Fdo + Gdy)(y,,dx + y,,dy)\ot = 


wo wir für die partiellen Differentialquotienten die im Theorem I ein- 
geführte Bezeichnung benutzen. Weil aber dx, dy hier vollkommen will- 
kürlich sind, so ergeben sich folgende Incremente für E,F,@: 


| GE = — 2 (Eee + Py ,)9t, 
(4) OF = — wae + BE? m i Mo "E Fy.)9t; 
| 0G = — ale; — (ry, ,) dt. 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation unserer Gruppe lautet also: 


[ic 
a 


Ay. of ni 
= 8 4 e Ty 2(HE,, di 10) 3E HS + EE Soil hr Go + y NE 


= ay, of 
GT. eue 2s GM) 36: 


Die Berechnung der Biegungsinvarianten kommt somit zurück auf die Be- 
rechnung der Differentialinvarianten dieser unendlichen Gruppe. 


Um diese vorzunehmen, wollen wir unsere Gruppe erweitern: 


Acta mathematica. 16. Imprimé le 22 décembre 1891. 
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1) in bezug auf die Differentialquotienten von EB, Fy G nach a, 9; 

2) in bezug auf die Differentialquotienten von willkürlich wählbaren 
Functionen ¢ (v7, y), e (v y) »-- - €" (v, y), welche augenscheinlich bei 
allen Transformationen der Gruppe ihren Zahlenwert nicht verändern, 
und endlich 

3) in bezug auf die Differentialquotienten von y nach w,y als Func- 
tion von x betrachtet. Um diese Erweiterungen durchzuführen, wollen 
wir im Folgenden einige Hülfsformeln entwickeln. 


z. Setzen wir voraus, dass der’ Zuwachs einer gewissen Function 
(x ,y) bekannt ist, und versuchen wir die Zuwüchse aller ihrer Diffe- 
rentialquotienten nach z und y zu berechnen! Wohl zu beinerken ist, 
dass wir für die partiellen Differentialquotienten stets die im Theorem I 
eingeführte Bezeichnung benutzen werden, also im Falle der Functionen 


von zwei Veränderlichen die Bezeichnung: : 
att O(a, y) - N) 
dal 9y* ie 


Für jede Function @(x,y) haben wir nun: 
(a) dd — , dx — d, dy = o. 


Berücksichtigt man alsdann, dass: 


od N Og ^ 
pm X } um Á 
ot | Ü © ) ay |? 


und variiert (a) unter der Voraussetzung, dass #,y die Incremente (3) 


odd = dog = | 


annehmen, so erhält man: 


à ^ oy ls Dy Ey £ 1 DAS 
| E ) X + i ) & | ot — dy, dz — dd,,dy — d,,(&, dx + & dy) ot 


7 ; s 
do Mod oe Moly) = 

Weil aber diese Gleichung bei allen Werten von dx, dy bestehen soll, so 
ergiebt sich: 


^ Jf, N, * 
Og ^ od od a 
2I e ! que CRE 
GE Y s: ) 210810 Po» N (3 Pioëoi Vu: 


0 01 
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Setzt man in der ersten dieser Formeln ¢,, anstatt ¢, so gelangt man 


zur Formel: 


Og, dc L- = 
x — (e A 2(0. Si DE 917) AE ($155, d Do1720) 
ot OL / 4 

und in analoger Weise ergiebt sich: 


cx 2i : 3 - 
j = GE). eae 3(Ps0Fio =F Da1%10) SES CAS T 9.1729) dc Karen Je Po1%s0)- 


Man sieht leicht, dass man allgemein erhält: 





D ^i : s p 
(c) = : -(E P) — Y. 5 (Ji ii o euo ds D ua): 


wo i, die gewöhnliche Bezeichnung der Binomialcoefficienten ist. Die 
letzte Formel soll durch vollständige Induction verificiert werden. Setzt 
man nämlich in (c) d,, statt ¢, so ergiebt sich vermöge der ersten 


Formel (b): 


ot ot 


dbi41,0 od : - 
ESI CI NOE i ge Y. i, (di n+,0Eu+1,0 zl: Jue) 
vri 


i 
Pa Z, i, (Ji seno Sc Di-n+11Yo)- 


Durch einfache Operationen mit Benutzung der Formel i, + i, , = (+ 1), 
erhält man schliesslich: 





ot ot, 


> irl 
Odi+1,0 Oy I . = 
Sia aed WEA I, ( + 1), (di ar20&0 + Js); 
i+1,0 1 HT] 


woraus die Richtigkeit der Formel (c) folgt. 
Wenn wir die Formel (c) mit der ersten Formel (b) vergleichen, so 
sehen wir, dass die zweiten Indices in beiden Formeln dieselben sind; der 


nu 
od 4 : = : 7 ay 
erste Index bei = ist in (c) um 2 — ı grösser als in (b), und unter der 
Summe sind in (c) bei d die ersten Indices um ; — y und bei £ und y 
um w— 1 grösser als in (b). Demnach erhalten wir in analoger Weise 


aus der zweiten Formel (b) die Formel: 





ot 


Adon ^ (0g - i 
, (d) NE br (S), — ZE, (iie, =e oa 1v )- 
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Setzt man in (d) ¢, an Stelle von 4, so ergiebt sich: 





Schr Sn) E 
OC ik 0C i0 f = 
=, ($2) — 2, (Die ap Dix—ve1%ov)s 
wo nach (c): 
um àj i k 3 
5 , s d ea —2ni, f Loh aC Cin, k—y Es + Didi me 


also ist die allgemeinste Formel: 





ot ot 


b > i k 
Odi od "e 
(e) = an (5 ) TCU M. 2. lu k, (UE l,k—v ES =F Oe e 1 2») 


wo die Striche an den Summenzeichen bedeuten, dass die Indices # und 
» nicht gleichzeitig beide gleich Null sein dürfen. 


6. Setzen wir jetzt: 
f DANA + pg. + gi? 3-259 
(f) Op Bio P^ So 9 Yo 9 Toi 


wo 0", p*', 0’, o°* gewisse Functionen der Veränderlichen x, y bezeichnen, 


so haben wir: 


i 


/ od ] 


ES = Zui, (Gore, 0 Eurı, 0 ae Den zit Gi 0 Qu+3,0 35 Or 921) 


10 
und ferner: 


og E 
ik Din, —) Sy JA y Suy — 
G > >> x k, pi k C, y 3r p k (3 1 


10 ol 
=F Cj n,k—y Yay up Oi- —p Qu, y A); 


oder: 


WA i+1 k 
0c : 
Gi), Ld, ELA (i a Ir 1,k— "35 Els gr. nM. 1,k—y Yu) 


SF 25, lY, Lk, 1 (oi. nu k—y +1 E + Ope yk—v+1 7). 


0 


Wenn wir jetzt annehmen, dass alle Coefficienten i, und k,, für welche 
.,i und 4 von 0,1,..., verschieden, Null sind, so 


können wir schreiben: 


DINON TON TEE 
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DEI k+1 


m = 
(g) cU I (ih D d ar b, A EET — 4, kk, Dans. 1 REIS py 





5 10 01 ET | 
E (i, uk, Dip+1,k—v = u a a C AR PANEM rc 





Wohl zu beachten ist hierbei, dass i, und k, für i — k — p —q—0 
gleich ı sind. 


7. Versuchen wir nunmehr aus den bekannten Incrementen (3) von 
r,y die Incremente der Differentialquotienten y nach x zu bestimmen! 
Wir kónnen hier die Formel (c) benutzen; weil (y als Function von x 
betrachtet) y, 5(r, y), x(v, y) Functionen einer einzigen Veränderlichen 
x sind, so werden in der Formel (c), d = y gesetzt, alle partiellen Diffe- 
rentialquotienten nach y verschwinden und alle partiellen Differential- 
quotienten nach x sich in totale nach z verwandeln. 

Demnach, haben wir: 


I = 
^ ql = 
(h Wo dy Ne p gian ds 
t de! 29 da^ ' 
1 








ot 


Die Berechnung dieser Incremente kommt also zurück auf die Berechnung 
der totalen Differentialquotienten einer Function f(r, y) nach x, wo y 
eine gewisse Function von z ist. Wir haben unmittelbar: 


= Lio an (TE 


12€ 


as pi RET v 17. rl» 
P *01 € + 24, FY Go» 
de 

y'" 6 11 Hi "35 
da? *01 == 3y"5, + 3y'y (i +< >39 SE 34° ce dz 3Y Sie + y >03) 
Obwohl die Aufgabe, eine allgemeine Formel abzuleiten, gelöst ist,’ ist 


diese Formel doch so compliciert, dass andere Formeln, welche wir aus 
dieser ableiten könnten, für eine weitere Betrachtung ungeeignet wären. 


! F. BessEL: Über die Entwickelung der höheren Differentiale xwsammengesetxter 
und implicieter Funetionen. Diss. Jena 1872. 


14 Kasimir Zorawski. 


Für unsere Zwecke wird es genügen, die ersten Formeln der Reihe (i) 
zu kennen. Mit Hülfe der Formeln (i) haben wir: 


oy , 1[ 7 1 
AER Z9 39 9 oo (S ac) or) 


Oy: 


y " V 2 "E 3 "Nu 

ODE Yo + 92 + 2877 TY on — 29 Exo 599 So 
"2 = 12e 

= Y (&, + 2y $11 xis y Eu) 


oy” 


ot 





= yy ae BY Oy SY Y Ros 107: MU Meet OU. Hoe ah ane 


nt ng 1, the 12, te 


— 3y" €, — (ay y" + 39 7)&, — 34" 5, — 9y 9" En — 6y y" 
ni, am 3Y'Ë: ap Bye, ur GE); 


, : ; s ay 4. 
Man sieht aber leicht, dass im Allgemeinen das Increment =e die Form: 


dy l à LER: 3 " 
(7) OU = Y. 2g, (y s OR] y?) Ei Eis hi, (y LAON) Y®) qu] 


hat, wo die g,, und hi, gewisse ganze Functionen ihrer Argumente be- 
zeichnen. 


8. Wir werden zuerst die Formel (g) auf die Functionen E, F,G 


anwenden. Aus den Formeln (4) erkennt man, was für Werte die Func- 


tionen o^, p°', g'^, o'' hier erhalten, und. zwar bekommen wir folgende 


Incremente: 





dE x Baek as 
ik ne, , nr 1 a z = 
At Y. 2, (2i, + i,) Bises 3t 
a k,(2¢,_ FRE zs 1E, mm) 7.) 
OF, i+1 k+1 
nr rs UE quy 7 E 
(8) ot 3^ I rM [(i rc 1), k, T i—p+1,k—y a tk, AB nei iles 
; pe ?Á ^ " 
I Li, (A T OR RR C Ar ur AMEN DNE PROC e Ads 
0G EI +1 


J ik Witte - 
at SEEN 2, 2i, (25, F, -p,k—v-41 E 1G 1) eu 
== i,(2k, = k,) Gi cod 
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ten 


Nimmt man alle Differentialquotienten bis zur #“" Ordnung inclusive, so 


ergiebt sich eine erweiterte Gruppe: 


f O(n Lo ; 9 (OL; of UP ; OG of 
a)" 
— i \ 


ot 9E; ot OF, ot 9G, 





welche wir als Gaussische n° erweiterte Gruppe bezeichnen werden. 


Nimmt man eine Reihe von Functionen c',c^,..., c" der Ver- 


änderlichen x ,7, so hat man: 





E (s=1,2,...,;m) 


es ergeben sich also die Incremente ihrer Differentialquotienten unmittel- 
bar aus der Formel (e). Wir erhalten nämlich: 





nes i k 
0C ik ' Be : 
( 10) ot dem zs Y, 2. [^ k, Karen e zi QUE EU) (51,2 ««,m) 


Demnach bilden wir die erweiterte Gruppe: 





n n—i ei 2 
(11) op er ey EE. 
DE at Ot 9g 


welche wir Beltramische n° erweiterte Gruppe nennen werden. 
Die Ineremente von y', y’,..., y sind in der Formel (7) gegeben. 
Die infinitesimale Transformation: 
x. oy of 
= FE Oy of 
12 NUM F — EN M Cr 


ist auch die allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen 
Gruppe, welche wir als Mindingsche n° erweiterte Gruppe bezeichnen | 
werden. 

Endlich die er 


n 
Og; dix of. dy of 
Dr er 
( 3) f= r+, ot 99a Een ot ay 
wollen wir allgemeine n‘ erweiterte Gruppe nennen. 
Nach dem Theorem I sind (9), (11), (12), (13) wirklich allgemeinste 
infinitesimale Transformationen von gewissen unendlichen continuierlichen 
Gruppen. 
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§ III. Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten. 


Die Differentialinvarianten der Gruppe (5) ergeben sich als Lósungen 
gewisser Systeme linearer homogener partieller Differentialgleichungen 1" 
Ordnung mit einer abhängigen Variablen. Diese Systeme erhält man, 
indem man alle Coefficienten der willkürlichen Functionen: £, 7 und 
Es; My in (9), (11), (12), (13) gleich Null setzt. Hierbei ist zunächst zu 
beachten, dass: 


Yen orm 


CQ ay 
woraus folet, dass die Differentialinvarianten unserer Gruppe explicite von 
,y anabhängig sind. Wir brauchen nun nur noch diejenigen Glei- 
ee zu beachten, welche wir aus den Coefficienten von Sw ow € 
halten. | 


9. Wir beginnen mit der Gaussischen Gruppe (9). Setzt man in 
(9) die Ausdrücke (8) ein, so ergiebt sich folgendes System von partiellen 
Differentialgleichungen: 


n n—i 


T [ = 1),k, Ji Mo k—y X Ee sl v 


9 
+ i, (24 y Bou k—v+1 ib k, G ran i) ad 
(14) ne i 
ES , nj s 
S AM Ye ha Fouad Brut) Ex 
p—l y 
. G wis 
EI: [2 (k Sr D Jg. k—v +1 = i,k k Gin, i]; OF iz 


. 9 10,1, ..., + 
+ i, (2k DEL k,) G mE 4 O. (our) 


\t=v+0 


Wir haben die unteren Grenzen der Summation nach i und % gleich 
M — 1 und » — 1 gesetzt, weil die, zu kleineren Werten von i und i 
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gehórigen Glieder der Summen gleich Null sind. Die Striche an den 
Summenzeichen bedeuten, dass nicht gleichzeitig i — p — 1 und k — » — 1 
sein soll, weil die zu diesem Wertpaar i, k gehörigen Glieder der Summen 
verschwinden. y =v + o soll bedeuten, dass # und » nicht gleichzeitig 
Null sein können. 

Den Gleichungen 8%f — o kann man eine bequemere Form geben. 
Vertauschen wir nämlich in Sf gleichzeitig die Indices p mit v, und 


n n—k 
. . . , , . . 
mit k und beachten, dass die Summation X7; X; durch die Summation 
VEI 
n n—i 


Di %ı ersetzt werden kann, so ergeben sich an Stelle der Gleichungen 


k-1 v—1 


gof— == 6) die folgenden: 


py 


n—i 


D , . Y of 
(14)() S) 25 : Al y ae i) k, EI u 


pl =" 
2f 
d- [i + DE F,.. i—p-F1 3E 1,6, a Ge RU a 


\ of p=0,1,....n+ 
+ i,(2 ED —y+1,i—p + k Nace sedan. = O. (cei deem) 
Wir haben also den Satz: 


Satz III: Hat man alle Gleichungen S7f = o aufgestellt, so kann man 
die Gleichungen | 9f — o ohne weiteres angeben. Aus jeder Gleichung 


vit 


Sf — o ergiebt sich nämlich die entsprechende Gleichung 9f = o durch 


gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben E und G, andererseits 
der Indices von E,F,@. 


Dieser Satz ist von praktischer Wichtigkeit für die Aufstellung ge- 
nannter Gleichungen bei gegebenen Werten von n. 


10. Wenn die Gleichungen (14)(4) und (f) aufgestellt sind, so hat 
man, um die Gleichungen $+ — o und 87*"f — o zu berechnen, erstens 
zu den Ausdrücken $%)f und 8° f gewisse Glieder hinzuzufügen und zweitens 
eine gewisse Anzahl von neuen Gleichungen zu bilden. Es ist nämlich 
leicht nachzuweisen, dass sich für p — 0, 1,..,545 +13; v=0,1,.,n +1 —ı: 

SF von Sf nur durch solche additive Glieder unterscheidet, welche 


wir dadurch erhalten, dass wir in den Gliedern, die in QU unter dem 


Acta mathematica. 16. Imprime le 28 décembre 1891. 29 


18 Kasimir Zorawski. 


Summenzeichen stehen, k = n + 1 — à setzen und nach ö von p — 1 bis 
n + 1 summieren. Das Entsprechende gilt für 8%*°f. Was die anderen 
Gleichungen anbetrifft, so kann man die Gleichungen SDR — ©. RUE 
nexo bow ou RER dadurch erhalten, dass man in den 
Gliedern, welche in $f unter dem Summenzeichen stehen, k=n + 1 — i 
setzt und nach i von a — 1 bis n + 1 summiert.” Die entsprechenden 
Gleichungen &%*”f= o werden natürlich in derselben Weise aus den 
Gleichungen 8°? = o gebildet. Andererseits können wir auch zur Auf- 
stellung der Gleichungen $5*P?f = o den Satz III benutzen. 

Wenn wir also jetzt annehmen, dass $f und 6% identisch Null 


vu 
sind, sobald y + » = » + 2 ist, so ergiebt sich: 





! Man bemerke, dass erstens jedes Glied der Summe, für welches 7 oder A negativ 
ausfällt, gleich Null ist und zweitens die untere Grenze der Summation stets kleiner, als 
die obere ist. Bezeichnet man also mit «;; alles, was unter dem Zeichen der Summe 


steht. so kann man schreiben: 


n+1 n+1—i ñn +1 
Yi 2 (ip = 2 (ya bo... À Gini + Aunrım) 
N y= 

"n mn—i n+1 


= - À 2 Qu + > An+ız F D: 


woraus folgt: 


n+1 n+l—i - "n n—i n+1 

, , 
P3 >: (ug = >: Y. au + D 
ESPERE] p—l1 v— 


was eben bewiesen werden sollte. 


* In ähnlicher Weise haben wir: 


n+1 n+1—i n+2—y n+1—p n— ‘ 
— ; 
D D dr = I: Ayı,k dui LR UT: rh Le Anti +...+ Y, aati, u 
p—-1 n+1—p n+1—p n+1— 
weil aber nieht gleichzeitig 7 = ps — I und Lk — n + 1 —y sein können, so ergiebt sich: 
n+1 n+l-i n+1 


, LA 
25 ko ip = Ay 1,0n42—n + Ou 41—n T On Yun "n T see + Mn 41,0 = Ds ain pa 
! 7 L Jt 


was eben zu beweisen war. 
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n+1 ioc v 
GO = reheat DA qu ten d. $m I Re pes i), Eh. ne V AH ins 
+ [QG + 1» (n + b= i), Pisani 
5 A of 
+ i,(n + ES he] aH a 
a i, [2 zi n Pre pete te 
AC of 
E 5 F >= = O, 
+ (n + I 5G; pisi sd 9G. scii 
(1 5) n+1 AR 
a) — = gf = c 21, 4 En i,)(n + 1 — i), Ga y, =) 9G a4 M 
+ ( == D, (n Eis le: a Jie y,i—[r-F1 
of | 
T i,( + I — i),_ NET else E 
n+1—i,i 
+ i,[2(n =F ay De yi—([. 
AE of = 
+ (n Eis I t i), n4-1—i—v, Se mp. = ©. 
/1,—0,1, ... F2 N 
( v=0,1,...,n+2— 1. ) 
\n=v#0 / 
P 
11. Wir wollen jetzt diejenigen Gleichungen (15) nàher betrachten, 
O(n +1) = Oo 


in welchen v=n-+ 2 — u ist. Wir können die Gleichungen 542, 


folgendermassen schreiben: 


n+1 . 
9/ 
pum ead -3e zl =| + i,)(n m Lae PRE 2— FA ptip—i-l 51. re 
umi + 
nl 
; ; ; 4 of 
El: ( + 1), (0 + E Voss Pais 1,41—i—1 + i,(n EIS Ll 5), +1 JA) oF, ee 
des 


+ i,[2(n si: lg PES LE — mi an (n + I — iur. i— + 1, im === 9G, ui ; 
(u=0,1, +yn+2) 
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und analog glie Gleichungen 975?,,f — o. Man sieht unmittelbar, dass 
in den Gleichungen $^: ,f— o i nur die Werte p — 1 und p erhalten 


kann; bei i> verschwinden alle Glieder unter dem Summenzeichen. 
Führt man die Summation aus, so ergiebt sich: 





a M LU. e LL 


- 4 j' 
gH rep oO. om OH MEE 


M 
+ 2h EE —05 
CA n+1—p 


(16) 


n + 


gun f — 26 eee 


r T 7 
9G. T2—pnu—1l ol n+2—p,u—1 ol n+1—p, ft 








of re 
= m—— c (9) (#=0,1,...,n+2) 
Orne 





+ 2F 


Vohl zu beachten ist, dass für w — o und n — ie Glieder mi 
Wohl beachten ist, dass für «= o und y 2 die Glied it 
negativen Indices ausgelassen werden müssen. 

Die Gleichungen SH) ,f — o und 97:2 ,f — o können wir in der 
Form: 


BC) Feten) 


2 2 
= 7 -» Y 
In 1—5 QN RE er, Ole, +2— u 9 Gr, nie 








4 


iy 2e ds yt) “3 G( of ae; GE -) an 





al 5 Zn) T = 1 
‚ol un +1— een en 96s n31—g 


angeben. Weil die Determinante EG -— F° von Null verschieden ist, so 
erhält man die Gleichungen: 











ef of 
= 2 = ©, 
? ; op nnd 1—g4 Tr OH RS 
(16 ) (1 0,1, ..., F2) 
of of 
= 2- = = O, 
oF, 1,n+2—p ys Clem 





welche den Gleichungen (16) äquivalent sind. Schreibt man alle diese 
Gleichungen der Reihe nach auf: 
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of of 
——À @; 7 — O, 
OF on +1 OGo.n41 
of of of of 
/ 2 — ar ro si 2 / — 
9I, OE ony ob 0,n+1 9G, 
ef. of of of 
€ — © 2 =o 
OF on—1 9E, ; Cy oe L: 9G» à : 
(167) 
of of of of 
LE. 2 ———— — Q0 2 = O, 
OF zn 9E, 3» d OF a» ^j 9G, 
of of of of 
1 i 2 i > 0, d 2 1 I =O 
ob n+1,0 9E, 9 PF 9G, 10 
of of 
—— —0 ——— = © 
9E, 10 i OP n+1,0 = 


so sieht man, dass sie für alle möglichen Werthe von n von einander 
unabhängig sind. Also sind auch alle Gleichungen (16) von einander 
unabhingig. Dieses Resultat erlaubt uns einen Satz aufzustellen, welcher 
die Frage, ob die Gleichungen (14) von einander unabhangig sind oder 
nicht, zu entscheiden gestattet. Bezeichnet man nämlich im Allgemeinen 
die Gleichungen, welche alle Differentialinvarianten bis zur x‘*" Ordnung 
definieren, als Gleichungen der n“" erweiterten Gruppe, und wendet man 
den Satz II auf das System (15) an, so gewinnt man den folgenden Satz: 


Satz IV: Sind alle Gleichungen der m'" erweiterten Gaussischen Gruppe 
von einander unabhängig, so sind auch alle Gleichungen der (n + 1)" er- 
weiterten Gaussischen Gruppe von einander unabhängig. 


Mit Hülfe der Gleichungen (16' kann man den Gleichungen (15), 
für welche y — 0, 1 ,...,M+ 1; y —0,1,...,*9 1 —g, eine an- 
dere Form geben. Aus den Gleichungen (16’) ergiebt sich nämlich: 





Geers i 9f eo NT of 
—— —Á— a 
9E; rici 29 isi 0Gin+1—i 2 OF 1 ar2—i 


Gelee) (i=1, 2, ...,n4 1) 


Berücksichtigt man, dass diejenigen Differentialquotienten, für welche ein 


» 
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Index negativ. ausfällt, identisch Null sind, so kann man die erhaltenen 
Werte in $+ einsetzen. Es ergiebt sich: 


n+2 


D : Jv I . - ^ oJ 9 
gutdf — gmr— : PX 1a ( — 1n +2 — D brc ee n 
n+1 of 


E [CHF ran Hau En) a 
p—l in+1—i 


ee Mr £ of 
ES t Sr 1),[2(0 D Dill d TS == (n = en] —u—— — ©. 


Als Grenzen der Summation kann man hier überall x — 1 und » nehmen. 


In der That: weil 2(p 2) 9) (uy Ce ME NE 


’ SF 
of : : i 
und ED Su sind die zu i=p—1,n+1,n +2 gehörigen 
n+2,—1 1 
Glieder unter dem ersten Summenzeichen identisch Null; da ferner 
of 2 1 A : : 
gi — 0, so ist das zu à — n + 1 gehörige Glied unter dem zweiten 
"n+1,0 


Summenzeichen gleich Null; endlich verschwindet noch das zu i= y — 2 
gehörige Glied unter dem dritten Summenzeichen, da (y — 1), = o ist. 
Demnach kónnen wir das System (15) in der Form: 


gor >. (wri), i (671) 2 $070) 29. |B ann 
of 


0: 
On 





5 : I 
SE (i aE 1), (v EX i P p+ln+1l—i ^ -— 2 G, e M 


et Y fier. (0 267,90 29. en 
I 7) n—1 » 4 


: oe af - 
+ (i nis 1), (n rm al Physic a LE esce) Tnm zx 
— n er“ 


p=0,1,....N+1 
(onu) 
EP dU 
CARMEN of JR à 
oF un +1—y4 ob pu—1n+2—p 








- 2 
Y 
oF, +1—py p 9G, T2—]1,41—1 
(120,1, ...,n--2) 


* Diese Gleichungen sind die etwas anders geschriebenen Gleichungen (16). 
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schreiben. Man muss hier beachten, dass alle Glieder, bei welchen ein 
Index von E, F oder @ negativ ausfällt, gleich Null zu nehmen sind. 


12. Nach dem Satze IV kommt die Frage, ob die Gleichungen der 
erweiterten Gaussischen Gruppe von bestimmter Ordnung alle von einander 
unabhängig sind oder nicht, auf die Untersuchung der Gleichungen zurück, 
welehe die Differentialinvarianten der niedrigsten Ordnungen definieren. 
Hat man bewiesen, dass alle Gleichungen einer bestimmten, etwa der p'” 
erweiterten Gruppe von einander unabhängig sind, so gilt das auch für 
jede Ordnung, welche grösser als p ist. 


z 


Aus den Formeln (14), (a) und (f) erhalt man für n = o: 


2 of of 
S WIES EMT P. = O, 


= y of of 
Su = Gnd 2F = = 9, 


oF oH 
(a) ; 
2 of 9 
Sf — 2E D OF 
© x of 
a 2G T, + au 


" . zi "m xg = . . m & 
Für die Grössen y,,, y,,, X10» Lois welche die Identität: 


(Ay) PL Sql an ar OS TREES hi = o 


befriedigen sollen, erhalten wir drei lineare homogene Gleichungen: 


( | to AUR Dan 2210; T SIE Gy, UE Des Ar Pre == 9; 
To | 


Ds + Rn == o, 


aus welchen folgt: 


N i: E F a F 
(9) dioe cosa X01? Ho = gXov Jan Fairer 


Es existiert demnach eine, aber auch nur eine Identität (5,). Es ergiebt 
sich also, dass die Gleichungen (a,) drei unabhängige enthalten. 
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Benutzt man ferner die Gleichungen (15), so erhält man: 


[ QUE = 


+01 


Sr FT 


Er = — 


(a) - 


e e = 
Wir versuchen die 


(8) 


oi So zm Aue 


Suf + Boop + (En + En) + (a + Ge. 


+ EE + BERGL — 9, 
Sof + Gy y + (Bai + Gu) seb 2a Bu 
ea = rue = — 6, 
Swf + 2 Bo sR us E in 3En gg Tode x 
+ Gua. = © 





Saf + 2, cr P+ Fase Ir 3G m Dis IT 


















































+ En 2 On 
= ES DE = 
= As p 
= th ee n ta d c va 
Ze, 2 D AE M "ee fno 
He -4 bos Fa 
2G; = Eun F = — 0: 


Grössen so zu bestimmen, dass die Identität: 


"T oS 


eu ) 
02 


ae 418 x 


— O 


UE Zn 98 f "n 
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besteht. Man sieht ohne weiteres, dass-y,,, ..., y,, die Werte (9,) haben 
müssen. Für die anderen y erhalten wir folgende Gleichungen: 


2 Ey, jT Doy i HEC, D 2ER: T BR) = 
Ey,, + Fy + Gy, + Fy. +4 A + Bo) ¢— EG, — F,,]= 0, 
Cy hes eo ee a 172 pps, NG 36 FE, 
(n) 


E + 20 (EC, TE 2G E ar EG) > 


S = y Ki Y 
aeg te GE GE, TPE] = 0; 











2 Ey. T NT E + GF, + Eee 3E,,F1 zo: 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 
or = ame GG = 320.) a GRE LB 
oem ps EG EG,, — GE) — FG EF,, — 3FE,,)\, 
rie ne p? yr F(EG,, nm 2GF, zi FG,,) 
=> G(GE,, ER 2EF,, Rz FE,,)}; 
(à;) Zt XS same — mE (EG, LE 2GF,, =F FG) 
3p F(GE, p 2EF,, I FE,.)» 
Ys ua: (EG + FF, + (EG — F)E,, 
= ZB (GE, de EG,,), 
n. =. Gee — ps TG, 3 GE) ma 2(EG T HE Fe, 


ME (EG FE RVG, 
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= 


Wir schliessen hieraus, dass es eine und nur eine Identität (8) giebt 
und dass also die Gleichungen (a,) 9 unabhängige enthalten. 

Bilden wir jetzt die Gleichungen der zweiten erweiterten Gaussischen 
Gruppe nach dem Schema (17), so erhalten wir: 

















aye 
ef = 0; Sif = 0, 
L. of 
R eo y PM 
GUESS E. Ir En) de O, Si (Gan RES: E) oF. O, 
14 
So (tt I of 
ets ; Ey oF, =. Goof ale 5 Goi ar. 9 
< 11 
: of ; 1 of 
Qo An 18. zm . gf — GC —— — O 
(a,) ) 311 01 oF, | , 1 10 oF, ? 
) À I of go I ) of 
GOT + ei) n 05 Sie f + HSE am 7a 9 
PRU ACIE 2 RR 
of of of of of of 
I =o 2-0 2—— =0 

°F, 9» JR : oF, i eH, à °F, af aG,, : 

of of of of 

er 9 =o LN —— =o 

9E,, ? 9G., 2 °H,, 3 alt, 


Multipliciert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit gewissen un- 
bekannten Multiplicatoren, addiert die erhaltenen Ausdrücke und setzt 
die Summe gleich Null, so sieht man ohne weiteres, dass alle Multiplica- 
toren der acht letzten Gleichungen gleich Null sein müssen. Übrigens 
zerfällt die aufgestellte Identität in die Identität (5,) und in die Identität: 


; 2 I 
ey Va ay AlN. as Ga A De (65 n 2E, sl 708 PN am 5 EioXos 


I 


ar 5 Ciao 1D GA an -F (5 E = Go a 2e (7, Be Se vr 


Sind die Gleichungen (4,) nicht alle von einander unabhängig, so müssen 
die Werte (9,) und (2) diese Identität befriedigen. Und es lässt sich 
der That leicht verificieren, dass dies der Fall ist. Demnach enthalten 
die Gleichungen (a,) nur 17 unabhängige. Hätten wir also andererseits die 
Gleichungen (a,) in der Form: 


(a5) ou f=, gf = 0 (A e) 


Über Biegungsinvarianten. 27 


genommen, so wäre die Identität: 


(82) La ST + . 
durch die Werte (2,), (à) und 


(2) 


- befriedigt worden, wobei wir die Coefficienten a und a, wie aus dem 
Folgenden zu sehen ist, nicht aufzustellen brauchen. 
Jetzt werden wir die Gleichungen der 3'" erweiterten Gaussischen 


Gruppe nach (17) aufstellen. Es ergiebt sich: 


"is Zo2 9 LT n d UTE Kon of — 0 


Los = "sov X30 = “s0ZHow Lu Up»Zn» +--+. Ao = dos 

















SPf— (B,, —2F,, + Eee = €; 
"gf — (6, — 2F,, + E, wee = 0, 

p (ns aqui Cas) ae —3(E,, — 2F,, + Go) spr = 9 
Eres (Gn Sn) 3 Gn 27, E Eu) = 0; 
gor + : E si aie ; E, = —o, Sof + + "1 Bs + : GE 10% 
Sl 2(E,, Fac 5 Go) = ae = ae: 
len HE) gg — Gag, = D 
r+ (ria) (sins eds) ah = 
ire (Hh) (avr Rat o 
SPIKE. DH no 
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2 — O, : 2 = Lf ie 
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of cbe 
AB » eG, — p. 


Multipliciert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit gewissen un- 
bestimmten Multiplicatoren, addiert die Produkte und setzt die Summe 
gleich Null, so sieht man sogleich, dass alle Multiplicatoren der letzten 
10 Gleichungen gleich Null zu setzen sind. Und ausserdem zerfällt die 
erhaltene Identität in die Identität (/,) und in die beiden folgenden: 


Al Y 7 3 Y Er 
12: 2E. ls Gro. E (ES "t eR cioe 2 (G;, MA 2 IESU ME 
I 1 Ss / [e = 
+ 5 Fut + > Gosk2o = 2( By, pep By; +5 Go en ia. E 
ee I» 5 3 = I 
uu — Gas Jo -(&. >= Se zm S Bus ros 7 > Eiokos =? Bas 


1 I 


= f I Y Y ze = 
E D E EUR — À Gao tn ar Gore + (Fy, — Eu, Jus = "23 


D | 


I» = 3 3 
> (Ger — 29 + B ES (Crp 2F + Ey.) —3 (Ey, — 2 jen x COE Prae 


ion os I T 3 1 Y 
+ > uxo + > Esos YE 2 (Gy, — Fina Ba) = Ex 


I 


I 


, 7 = 5 = 7 3 I xd Am 
T (Foo ts Vite = (Ey, ‘ti que + 2 CA S 2 Gita T Goka 


I , lu 1 , Io 
+ 3 Et "t (^ — Eu fitu 2 Ea RU (Fu — 5 Gi an Es 
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Man sieht aber leicht, dass die Identität (#,) und die beiden letzten Iden- 
titäten nur dann befriedigt sein kónnen, wenn man alle 7 gleich Null 
setzt. In der That: weil alle 7 von den Differentialquotienten 3'* Ord- 
nung der E, F, G unabhängig sind, so müssen in den beiden letzten 
Identitàten die Coefficienten der genannten Differentialquotienten 3'* Ord- 
nung von selbst verschwinden. Es muss also insbesondere der Coefficient 
von E,, in der ersten Identität verschwinden, d. h. es muss y,, — o sein; 
es müssen also auch alle y gleich o werden. Daraus folgt, dass die Glei- 
chungen der 3°" erweiterten Gaussischen Gruppe alle von einander unab- 


hängig sind. 


13. Nach dem Theorem II bilden die infinitesimalen Transforma- 


tionen: 
= (u=0,1,..,n+1 
oO 
Sen (zo ii) 
= p=v+0 


eine endliche continuierliche Transformationsgruppe, denn nach dem The- 
orem I ist jede Erweiterung einer unendlichen continuierlichen Trans- 
formationsgruppe ebenfalls eine unendliche continuierliche Transformations- 
gruppe. Also bilden die Gleichungen (14), (a) und (f) für jeden Wert 
von n ein vollständiges System. 

Für » =o erhalten wir die 4 Gleichungen (4) welche drei unab- 
hängige Veränderliche enthalten. Von diesen Gleichungen sind 3 unab- 
hängig, woraus folgt, dass sie keine Lösung zulassen. Nennt man die 
Lösungen von (14), welche Differentialquotienten von E,F,@ bis zur 
n" Ordnung incl. enthalten, Gaussische Biegungsinvarianten n‘* Ordnung, 
so sieht man, dass es keine Gaussische Biegungsinvariante o'* Ordnung 
giebt. 

Für » — 1 ergeben sich die Gleichungen (4) und unter ihnen sind 
9 unabhängig; die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen ist ebenfalls 
9, es giebt also keine Gaussische Biegungsinvariante 1“ Ordnung. 

Für n= 2 haben wir unter (a) 17 unabhängige Gleichungen bei 
18 unabhängigen Veränderlichen. Es existiert also eine Gaussische Bie- 
gungsinvariante 2% Ordnung. 

Für n = 3 ist die Anzahl der Gleichungen gleich 28; sie sind alle 
unabhängig und die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen ist gleich 
30. Wir haben also 2 unabhängige Lösungen, deren eine die Gaussische 
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Biegungsinvariante 2° Ordnung ist; die zweite ist die einzige Gaussische 
Biegungsinvariante 3°* Ordnung. 

Nach dem Satze IV sind mit Bezug auf das für n = 3 erhaltene 
Resultat die Gleichungen jeder n‘ erweiterten Gaussischen Gruppe für n> 3 
alle von einander unabhängig. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der 
Anzahl aller Differentialquotienten von £(xy) und y(xy) nach x, y bis 
zur (n + 1) Ordnung incl. Sie ist also gleich: 


2[2+3+...+(n +2) — (n + 1)(n + 4); 


weil aber die Anzahl aller Differentialquotienten von E , F, G bis zur 
1^" Ordnung incl. und der Functionen selber, welche alle hier die Rolle 
der unabhängigen Veränderlichen spielen, gleich 


a[1 +2+...+m+ ı)] = 2 (n + 1)(n + 2) 


ist, so ist die Anzahl der unabhängigen Lüsungen der Gleichungen der 
erweiterten Gaussischen Gruppe gleich: 


ty lo» 


(n + ı)n + 2) — (n + ı)n + 4) = =(n — 2)(n + 1). 


Die Anzahl der Lösungen für die (m — 1)* erweiterte Gaussische Gruppe 
ist dementsprechend gleich -(» — 3)n, also ist die Anzahl der Gaussischen 


3io nmvari: à „ter (C ch: 
Biegungsinvarianten #“* Ordnung gleich: 


Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ergiebt sich folgendes 
Theorem: 


Theorem III. Die Gaussischen Biegungsinvarianten werden als Lösungen 
der vollständigen Systeme: 
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definiert. Es giebt keine Gaussischen Biegungsinvarianten o'* und 1** Ord- 
nung. Die Anzahl der  Gaussischen Biegungsinvarianten 2'* Ordnung 
gleich 1, 3°" Ordnung gleich 1 und allgemein n'* Ordnung, wo n > 3 ist, 
gleich  — 1. 


S IV. Anzahl der übrigen Biegungsinvarianten. 


14. Nach den Formeln (10) und (11) sind die Gleichungen der »** 
erweiterten beltramischen Gruppe: 


n—i e 
( (o n) Of. = 
Af = om r+. "a Y. E, Cin, Era ei S O, 
Vik 


n n—i 


pn) 6° 1) oF /p=0, 
n n— + an 
rore escasos (3 

9Cik NE 


wo die unteren Grenzen der Summation nach à und %k gleich # und » 
genommen sind, weil die zu kleineren Werten von ; und 4 gehörigen 
Glieder augenscheinlich immer verschwinden. Den Gleichungen 8) f =o 
kann man nach denselben Betrachtungen, wie sie in N° 9 angestellt 
wurden, eine andere Form geben, so dass sich als Gleichungen der »"*" 
erweiterten Beltramischen Gruppe die folgenden ergeben: 
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m n—i 


of 
cp (n) O(m—1) ¢ > AS) EH 
eB f BS f TY, >, lbi neas Re are O, 
1 


| |: Cir 
(18) ) ‘ 
\ n n—t of /n=0,1 4 
E ) Se s ab = y ly vary 
AP ATELY, Dieu demo (Eine) 
Ori = 4 


Demnach kónnen wir analog dem Satze III den folgenden Satz aufstellen: 


Satz V: Hat man alle Gleichungen $8? f = 0 aufgestellt, so kann man 


py 
die Gleichungen sf = o ohne weiteres angeben. Aus jeder Gleichung 
SMOf — o ergiebt sich nämlich die entsprechende Gleichung sf = o durch 


gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben E und G, andererseits 
der Indices von E, F,G,9, 9 ,..., "^. 


Benutzt man ferner die Überlegungen im N° 10, welche hier wegen 
der Allgemeinheit der Bemerkungen 1 und 2 angewendet werden künnen, 
so kann man die Gleichungen der (m + 1)** erweiterten Beltramischen 
Gruppe folgendermassen schreiben: 


MO BEES D) 


of 
ae N > ID AF T E i), [He reir me re 
d om 9951-4 
=i A 8 go-1 
aut = anf + (nf seo) 
m n+1 5 A 
—~ ea. : of /h—0,1,..,n | 
Ar LR LS i, (n =F II E C) E HP S Sen ad. = O, | DEEE ) 
1 ji 9 n4 1—ii Bet) 
(19) 
porn _— Qo) 
A, Up Neg E SATA, 
m n +1 of 
— SS 
+ N na an 
1 p 9€; »-L1—i 
eg 4-1) gr) 
(a) Bra 1—p,p. f RS ud 1—p,n f 
m n41 of 
E^ à * . “ J 
Sr 2m Dir i,(n m Le ‘yay AP En TE I (Kran Yet. ces 
1 m 96, 1—ii 
(0,1, ...,n 4-1) 


Man sieht aber unmittelbar, dass die Gleichungen: 


€n(n4-1) E n-+1) = 
iB e af = Oo, Sen. al = O (170,1, ... n Y) 
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auf die Form: 


po +1 e ) 2 er 
Bin. f= EN Br ML s == > 
dPyn +1—n 
(20) 
ea 4-1) = ) Yr — 
Beet = oct n Pis st Fu, EET == 18 
On+1—y, u 


gebracht werden können. 


15. Die Formeln (7) und (12) erlauben uns die Gleichungen der 
Mindingschen n*" erweiterten Gruppe ohne weiteres aufzustellen: 


MMF — EN — Ya 3 ES — o, 


1 —0,1,...,7 
(2 1) 1 (= una) 
= of A=V#0 
mn” >, lun = © 


Hier kann man aber einen zu den Sätzen III und V analogen Satz nicht 
aufstellen. Hat man die Gleichungen der n‘* erweiterten Mindingschen 
Gruppe aufgestellt, so ergeben sich die Gleichungen der (x + 1)“ e 
weiterten Mindingschen Gruppe folgendermassen: 





EDF = MO + EN) = o, 


py ny ny 2 ji n+1) 


ext ; : 1 MAL» u=0,1,...,n 
2 f= == SR? f + (6° f — Su f)— h^ E20 (ins 


yır Sym ED oc u=y#+0 


mt 


(22) 
Tint) ga) n+1 of 

; TC "laf = ML anf — Gun+1—p Bayt) = O, 

(a) b 


of 
or" +D — en n+1 + T 
Oo ea = CHIP ji We yon = ©. (1—0,1, ..., n--1) 


16. Geht man endlich zu der allgemeinen erweiterten n^". Gruppe 
(13) über, so ergeben sich folgende Gleichungen, welche ihre Differential- 
invarianten definieren: 
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Sind die Gleichungen der Allgemeinen nr‘ erweiterten Gruppe aufgestellt, 
so ergeben sich die Gleichungen der (» + 1)" Gruppe folgendermassen: 


Quer» ei — ARE (S2 f— Sr ) 
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(n +1) _ go » of +1 of 
CE hh xS CRE ais Mo 2g m 3 I hh aro T GEL = = ©. 
n — {4,4 
/ (120,1, ...,n +1) 
17. In N° 11 haben wir bewiesen, dass die Gleichungen: 
go Sn) zt : 
Sate ES = ©} Cal = o (470,1, 3D) 


alle von einander unabhàngig sind. Nach dem Satze I sind also alle 
Gleichungen (194), alle Gleichungen (224) und endlich alle (24 a) von 
einander unabhängig. Daraus folgt also nach dem Satze II, dass alle 
Gleichungen (19) von einander unabhängig sind, sobald alle Gleichungen 
(18) von einander unabhängig sind, dass alle Gleichungen (22) von ein- 
ander unabhängig sind, sobald alle (21) von einander unabhàngig sind und 
endlich, dass alle (24) von einander unabhängig sind, sobald alle (23) von 


einander unabhängig sind. Demnach können wir folgenden Satz aufstellen: 
*. 


Satz VI: Sind die Gleichungen der m'"" erweiterten Beltramischen, 
Ui 
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Mindingschen oder allgemeinen Gruppe alle von einander unabhángig, so sind 
auch die Gleichungen der (n + 1)"* erweiterten resp. Beltramischen, Minding- 
schen oder allgemeinen Gruppe alle von einander unabhängig. 


18. Nimmt man in den Gleichungen der Beltramischen erweiterten 
Gruppe m = 1 an und berechnet die Gleichungen der ersten erweiterten 
Beltramischen Gruppe, so ergiebt sich: 


c ef of 
BUT = Ep HF z ES x are o 1 


“Poy 
of of ef 
(1) HE Y p. P Pei 
SE => Gap 2F E SF Co 2, = (n 
of 
BOF — 
Diy f = 2E LUE 2 i Pose da en 


RD £E — = a AS 
Boy == GP EE Oo, do = O; 
0 


sind diese Gleichungen nicht alle von einander unabhángig, so muss die 
Identitàt: 

1 a au) au) pds ees 

Jo f Sr L10 Bio jue Lo Bio f + Loi Bor 


durch die Werte (9,) (N° 12) befriedigt werden, ohne dass y,, identisch 
verschwindet. Es muss also gelten: 


($1.6 — e, F)y, = © (Ci Pink yay Bs 


daraus folgt aber, dass y,, = Oo sein muss, dass also obige 4 Gleichungen 
von einander unabhängig sind. 

Nach dem Satze I sind die Gleichungen der ersten erweiterten Bel- 
tramischen Gruppe für ein beliebiges m alle von einander unabhàngig; 
also sind nach dem Satze VI die Gleichungen jeder erweiterten Beltra- 
mischen Gruppe alle von einander unabhängig. Nach den Theoremen I und 
II bilden diese Gleichungen stets vollständige Systeme; demnach kann 
man die Anzahl der Lösungen berechnen. 

. Die Anzahl der Gleichungen der x" erweiterten Beltramischen Gruppe 
ist n(n + 3), die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen 


tù | Go 


nn+1)+ml2+3+...4+ (4 1)] — 3 n (n + 1) + mest 3), 
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demnach ist die Anzahl der unabhängigen Lósungen der Gleichungen der 
n'" erweiterten Beltramischen Gruppe: 











n n — 3) } x 
= + m RE 


die Gleichungen der (» — 1)"" Gruppe besitzen ferner 


(n — Yn — 4) fe le ı)(n + 2) 


2 2 


unabhängige Lösungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der 
n'® Gruppe gestatten. Die Gleichungen der x‘? Gruppe ergeben also: 





i m 3) fe n (n an ue (uum ue — 4) *- s = ne + 2) na m (n + 1) 





neue Lósungen; nur in diesen Lósungen werden die Differentialquotienten 
(n — 1)'* Ordnung von E, F, G und die Differentialquotienten x Ord- 
nung von ¢',g’,...,¢”" auftreten. Einige von diesen Lösungen sind 
Gaussische Diegungsinvarianten (n — 1)'* Ordnung; andere, welche ausser 
den Functionen Z, F, G und ihren Ableitungen noch die Ableitungen 
von £', c*,..., €" enthalten, werden wir als Beltramische Biegungsinvari- 
anten n Ordnung bezeichnen, weil in ihnen die höchste Ordnung der 
Differentialquotienten von c', €*,..., e" eben die n" ist. 

Man sieht also: es giebt 

2m —. 1 Beltramische Biegungsinvarianten 1‘* Ordnung, 

3m Beltramische Biegungsinvarianten 2'* Ordnung, 

4m Beltramische Biegungsinvarianten 3‘ Ordnung, 

5m + 1 Beltramische Biegungsinvarianten 4“* Ordnung, 

(n + ı)m Beltramische Biegungsinvarianten 2" Ordnung, wo »- 4 ist. 
Diese Zahlen ergeben sich dadurch, dass wir von der Zahl n — 2 + m(n + 1) 
die Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten (n — 1)*' Ordning sub- 
trahieren. 


Die Anzahl aller Beltramischen Biegungsinvarianten von der 1'" bis 


ten 


zur °° Ordnung incl. ist für » > 3 gleich: 


(2i — 1) + 3m + 4m + (sm + 1) + 6m +7m +... E (n + 1)m = td 
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Bilden wir für.» > 3 die n^ erweiterte Beltramische Gruppe, welche nur 


L “a> : s. 3 . n(n +3 
eine einzige der Functionen c', ¢’, ..., ¢” enthält, so definiert sie n(n + 3) 


2 
unabhängige Beltramische Biegungsinvarianten, welche natürlich von einer 
einzigen der Functionen, ¢', c^, ..., ce" abhängig sind. Wenn wir jetzt 
in diese Biegungsinvarianten statt der früheren Function etwa statt c^, 
ale anderen Functionen 9',9*,..., 9" !, g’*',...,g”" der Reihe nach 
n (n +3) " 


2 


einsetzen, so erhalten wir mit den früheren zusammen im Ganzen 





unabhängige Beltramische Biegungsinvarianten, d. h. alle Beltramischen 
Biegungsinvarianten, welche unsere »'* erweiterte Beltramische Gruppe (11) 
definiert. Dieses Resultat aber, dass man nàmlich die Gruppe bloss auf 
eine einzige Function ¢ zu erweitern braucht, gilt nur dann, wenn n > 3 ist. 

Ist » — 1 und erweitert man die Gruppe auf eine einzige Function 
€^, so ergiebt sich eine einzige Biegungsinvariante, etwa Ag’; fügen wir 
hier die zweite Function g^ hinzu, so erhalten wir 3 Biegungsinvarianten, 
von denen Ag’ und Ag” augenscheinlich zwei sind; die dritte, welche 
von beiden Functionen e^ und g^ abhängen muss, werden wir mit 9(¢’¢’) 
bezeichnen. Stellt man nun die erste erweiterte Beltramische Gruppe mit 


allen Functionen g’, ¢’,..., €" auf, so ergeben sieh folgende Biegungs- 
invarianten: 
Lie Ap No AO 


2: 6(g'p), Alg'p?) ,..., (pp), 6(p'o"*),..., OYE"), 


welche augenscheinlich alle von einander unabhängig sind; weil ihre An- 


zahl gleich 2m — 1 ist, so sind es alle Beltramischen Biegungsinvarianten 

D ? D D ) 
welche die erste erweiterte Beltramische Gruppe definiert. Wir könnten 
nach dem Schema /6(g/c^) noch mehrere Biegungsinvarianten ableiten; 
sie können aber nur eine Folge sein von den in den Reihen 1° und 2° 
angegebenen Biegungsinvarianten, 

Es giebt 3 Biegungsinvarianten 2“ Ordnung mit einer einzigen 

2 2 tele) 2 D 

Function g^. Setzt man in diesen Biegungsinvarianten statt c^ nach- 
einander alle Functionen gy’, g’,..., 9*7, q^*',..., e", so ergeben sich 
alle 3m Beltramischen Biegungsinvarianten 2'* Ordnung, In derselben 
Weise werden alle 4» Beltramischen Diegungsinvarianten 3° Ordnung 


aus den 4 Biegungsinvarianten mit einer einzigen Function € gebildet. 
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Was die Biegungsinvarianten 4"* Ordnung anbetrifft, so existieren 
6 solcher Biegungsinvarianten mit einer einzigen Function e". Aus diesen 
kann man in der angegebenen Weise 6m won einander unabhängige Bie- 
gungsinvarianten 4"' Ordnung ableiten. Weil aber nur 5m + 1 unter 
ihnen von den Biegungsinvarianten niedrigerer Ordnungen unabhängig 
sind, so können die m — ı übrigen nur eine Folge der 2 Gaussischen 
Biegungsinvarianten (eine von 2" und eine von 3“ Ordnung) und der 
14m Beltramischen Biegungsinvarianten [(2m — 1) 1'*, 3m 2%, 4m 3‘, und 
sm + 1 4 Ordnung] sein. Umgekehrt also kommen wir zum Schlusse, 
dass die in der Reihe 2° markierten Biegungsinvarianten nur eine Folge 
der 2 Gaussischen Biegungsinvarianten (eine von 2'* und eine von 3'* 
Ordnung) und der 14m Beltramischen (m 1%, 3m 2'*, 4m 3°" und 6m 
4“ Ordnung) sind, deren jede nur eine einzige Function g^ enthält. 

Alle diese Resultate können wir in das folgende Theorem zusammen- 
fassen: 


Theorem IV. Alle Beltramischen Biegungsinvarianten können aus den 
Lösungen der vollständigen Systeme: 


n n—i A 


Qin) ¢ __ Qin—1) y y HR eit — 
eB f Er Suy fat i k (AA nr dix = (9x 
Hk v 
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(e) 
n n—i of p=v+0 / 
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ki 
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abgeleitet werden. Diese Gleichungen ergeben 1 Beltramische Biegungsin- 
variante 1“ Ordnung, 3 — 2'* Ordnung, 4 — 3" Ordnung, 6 — 4” Ord- 
nung und (n + 1)— w'* Ordnung, wenn n> 4 ist. Setzt man in diesen 
Biegungsinvarianten der Reihe nach e = €',g^,...,€", so bekommt man 
die Gesammtheit aller Beltramischen Biegungsinvarianten. Jede andere Bel- 
tramische Biegungsinvariante ist eine Function einer gewissen Anzahl dieser 
Beltramischen und einer gewissen Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten. 
Insbesondere existieren m — ı Beltramische Biegungsinvarianten erster Ord- 
nung, welche die Form: 


B(g'e) , Here’), ..., OYE"), Oe"), y Oe") 
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besitzen und Functionen der | Gaussischen Biegungsinvarianten bis zur 3*7 
Ordnung incl. und der genannten Beltramischen Biegungsinvarianten bis zur 
4°” Ordnung incl. sind. 


19. Jetzt gehen wir zur Betrachtung der Gleichungen (21) der 
Mindingschen x" erweiterten Gruppe über. Benutzt man die erste der 
Formeln (6), so ergeben sich folgende Gleichungen der 1i'* erweiterten 
Mindingschen Gruppe: 





Sm ic + art + y 


a of 
Sm cee pt 2E 7 = ; = o, 








SU ont + pi + mus = © 
10 eH ep y’ ? 





Sg f 2G EP ER al 
= 4 von Sum E 


Sind diese Gleichungen nicht alle von einander unabhängig, so muss die 
Identitàt: 


La Myf + PREIS jas Ho Co - x {n° A f =o 


durch die Werte (9,) (N° 12) befriedigt werden, ohne dass y,, identisch 
verschwindet. Diese Identität giebt aber: 


(E + 2Fy + Gy'’)y,, = 0, 


woraus folgt: y,, — o; also sind die Gleichungen alle von einander un- 
abhàngig. Nach dem Satze VI sind also alle Gleichungen jeder erweiterten 
Mindingschen Gruppe von einander unabhängig. Demnach sind wir im 
Stande, die Anzahl ihrer Lösungen zu berechnen. 

Die Anzahl der Gleichungen der n‘“ erweiterten Mindingschen Gruppe 


ist n(n-- 3), die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen: In r+ı)+n; 





) 
= +n. 


demnach ist die Anzahl der unabhängigen Lösungen gleich 
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(n — e. Lee 


unabhingige Lüsungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der 


Die Gleichungen der (n — 1)*" Gruppe besitzen ferner 


n" Gruppe gestatten. Die Gleichungen der x" Gruppe ergeben also 
n— 1 neue Lösungen; nur in diesem Lösungen werden die Differential- 
quotienten (n — 1)'" Ordnung von E, F, G und die Ableitung y? auf- 
treten. Einige dieser Lüsungen sind uns als Gaussische Biegungsinvari- 
anten bekannt. Andere, welche ausser den Functionen E, F, G und 
ihren Differentialquotienten noch die Ableitungen 5',9",..., y" ent- 
halten, wollen wir Mindingsche Biegungsinvarianten n** Ordnung nennen. 
Zieht man also von der Zahl » — 1 die Anzahl der Gaussischen Bie- 
gungsinvarianten (n — 1) Ordnung ab, so erhält man die Anzahl der 
Mindingschen Biegungsinvarianten »‘” Ordnung. Also ergiebt sich fol- 
gendes Theorem: 


Theorem V. Die Mindingschen Biegungsinvarianten werden als Lö- 
sungen der vollständigen Systeme von der Form: 


n ^ 
MF = es-"r— gg... Mam =o 
1 


oy) 7 


n 
—— — X c 
Of = N m DR A ELI 
1 


à 
dy 
wo die g,, und hi, gewisse ganze Functionen ihrer Argumente bezeichnen, de- 
finiert. Es giebt keine Mindingsche Biegungsinvariante 1'* Ordnung. Die 
Anzahl der Mindingschen Biegungsinvarianten 2** Ordnung ist gleich 1, 3°" 
gleich 1, 4“ gleich 2 und überhaupt n**, wo n> 4 ist, gleich 1. 


20. Stellen wir jetzt die gewonnenen Resultate in der folgenden 
Tabelle zusammen: 
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Anzahl der Biegungsinvarianten 

















Ordnung 
Gaussische | Beltramische | Mindingsche Sämmtliche 

I O m o m 

2 Oo 3m I 3m + 1 
3 I 4n I am + 2 
4 I 6m 2 6m + 3 
5 6m I 6m + 4 
6 4 7m I 7m +5 


n n —2 |(n-- ı)m I ex +1)m+n—1 





Summe bis 


zur n*^ Ord-| * (n —3) |n(m + 3) m N 








n er 3) rs n(n—1) 


nung incl. 2 2 














In dieser Tabelle haben wir der Bequemlichkeit wegen die ursprüng- 
lich als Gaussische Biegungsinvarianten n‘** Ordnung definierten Biegungs- 
invarianten (N° 13) als solche (x + 1)" Ordnung angeführt. Dies ist 
durch die Definitionen (11) und (12) der Beltramischen und Mindingschen 
Gruppe verursacht. Die ersten 4 Zeilen der Tabelle entziehen sich der 
allgemeinen Formel für die Ordnung » erstens deswegen, weil die Glei- 
chungen der 3 ersten Gaussischen Gruppen nicht alle von einander un- 
abhängig sind, zweitens weil wir als grundlegende Beltramische Biegungs- 
invarianten diejenigen angenommen haben, welche nur eine der Func- 
tionen g', e^,..., e" enthalten. 

Es ist unmittelbar klar, dass die Gleichungen jeder allgemeinen er- 
weiterten Gruppe alle von einander unabhängig Re Für die n‘° erweiterte 


Gruppe haben wir n(n + 3) Gleichungen und = In (n + 1) + m ——— am = 3) +n 


unabhingige Veränderliche; also ist die Amis der e Lo- 


n(n + 3) n(n — 1) 1 mnn STE 
sungen nd te ae Ist also n > 3, so geben die Gleichungen 
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der n"? erweiterten allgeméinen Gruppe keine neuen Biegungsinvarianten. 
Alle Lösungen dieser Gleichungen sind nur Functionen der Gaussischen 
Biegungsinvarianten bis zur (n— 1)*' Ordnung incl. und der Beltra- 
mischen und Mindingschen bis zur w"" Ordnung incl. Das gilt aber nur 
für n > 3. 

- Die Anzahl der Lösungen von Gleichungen der 4" erweiterten all- 
gemeinen Gruppe, welche die Gleichungen der (nm —.1)*" Gruppe nicht 
gestatten, ist: (a + 1)m -p m — 1. Für » — 1 erhalten wir 2m Lösungen, 
für n= 2 3m + 1, für n= 3 4m + 2 und für & —4 5m+ 3. Ausser 
den in den Reihen 1° und 2? aufgeführten Biegungsinvarianten 1'** Ord- 
nung erhalten wir also noch eine Biegungsinvariante, welche von y' ab- 
hängen muss. Vorausgesetzt, dass die allgemeine erste erweiterte Gruppe 
nur eine Function c^ enthält, sehen wir, dass sie 2 Biegungsinvarianten 
ı Ordnung definiert; eine von diesen Biegungsinvarianten ist Ag’; die 
andere muss von y' abhängen. Wir wollen sie mit /(@°y’) bezeichnen. 
Es ist klar, dass alle Biegungsinvarianten: 


(a) I(e'y') , I(p^v) ; .- - , I(e"y) 


den Gleichungen der ersten erweiterten allgemeinen Gruppe genügen 
müssen, sobald diese auf alle Functionen 9',@*,..., 9" erweitert ist. 
Weil aber diese Gleichungen gerade 2m unabhängige Lösungen zulassen, 
so müssen die Biegungsinvarianten: 


I(g'y), Ke’y') ,.--, Le ty), Ley), ---, Hoy) 
Functionen von Biegungsinvarianten: 


1 Ac (81,2, y m) 
(B) | ' 
| (ee) und I(g’y’) à Oo Rene i) 


sein. Ferner sind alle in der Tabelle angegebenen Biegungsinvarianten 
2" und 3'* Ordnung von den in der Reihe (f) angeführten Biegungs- 
1" Ordnung unabhängig. Dies gilt aber nicht von den 
6m + 3 Biegungsinvarianten 4 Ordnung. Nur 5m + 3 von ihnen sind 
neue Diegungsinvarianten; die m übrigen sind Functionen der in der Reihe 
(B) aufgezählten Biegungsinvarianten 1'" Ordnung, der 3m + 1 Biegungs- 


invarianten 
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invarianten 2"', 4m + 2 3 und 5m + 3 4“ Ordnung. Umgekehrt also 
kommen wir zu dem Schluss, dass die Biegungsinvarianten: 


8(g e) und I(g*y) . Galea. .3—1 8:1, 7,3) 


Functionen der in der Tabelle aufgeführten Biegungsinvarianten 17, 2%, 
3'"' und 4“ Ordnung sind. Das gewonnene Resultat bezieht sich auf 
alle Biegungsinvarianten: 


Key), Me’y), er Mey); 


Was die Biegungsinvarianten 6(y*¢°) anbetrifft, so haben wir für sie in 
N° 18 bereits einen noch bestimmteren Satz bewiesen. 

Unsere jetzt erhaltenen Resultate können wir folgendermassen zu- 
sammenfassen: 


Theorem VI. Die allgemeine erweiterte Gruppe giebt ausser den Gaus- 
sischen, Beltramischen und Mindingschen Biegungsinvarianten keine neuen Bie- 
gungsinvarianten. Jede Biegungsinvariante, welche gleichzeitig von E, F, G 
und deren Differentialquotienten, von den Differentialquotienten der. Functionen 
€ €^, ..., 9” und von den Ableitungen y',y",... abhängt, ist nur eine Function 
einer gewissen Anzahl von Gaussischen, Beltramischen und Mindingschen Bie- 
gungsinvarianten. Insbesondere existieren Biegungsinvarianten 1. Ordnung 


von der Form: | 
I(p'y), (gy), ..., I(e" y"), 


welche Functionen einiger, in den früheren Theoremen angegebenen, grund- 
legenden Biegungsinvarianten und. zwar Gaussischer 2'* und 3'* Ordnung 
und  Beltramischer und Mindingscher von der 1" bis zur 4" Ordnung 
incl. sind. 


Damit schliesse ich den ersten Teil meiner Arbeit; ich muss aber 
hier hervorheben, dass ineine Betrachtungen noch eine gewisse Willkür- 
lichkeit enthalten: man brauchte als wesentliche, grundlegende Biegungs- 
invarianten nicht eben diejenigen zu bezeichnen, welche ich als solche 
angenommen habe. Doch schien mir meine Annahme vom theoretischen 
Standpunkte aus die naturgemässe sein, weil sie den Umstand besonders 
betont, dass die Beltramischen erweiterten Gruppen nur in Bezug auf eine 
einzige Function € .erweitert zu werden brauchen. 
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§ V. Über die Berechnung der Biegungsinvarianten im Allgemeinen. 


Wir haben gesehen, dass man alle Biegungsinvarianten durch Inte- 
gration gewisser vollständiger Systeme berechnen kann. In diesem Para- 
graphen habe ich die Absicht zu untersuchen, wie sich diese vollstándigen 
Systeme in móglichst bequemer Weise integrieren lassen. 

Diesen Betrachtungen muss ich einige allgemeine Sátze vorausschieken. 


21. Nach der Jacobischen Methode lassen sich nicht nur die Ja- 
cobischen Systeme integrieren; man kann nämlich, wenn man die Glei- 
chungen des Systems nicht in einer beliebigen, sondern in einer gewissen 
bestimmten Reihenfolge integriert, die Jacobische Methode auch auf all- 
gemeinere vollständige Systeme anwenden. Und zwar können wir fol- 
genden Satz angeben: 


Satz VII: Ein q-gliedriges vollstándiges System: 


of 9f of 
DANS: ag + End, +...+ Sin du, = 9. (&=1,2,...,9) 
dessen Poissonsche Ausdrücke: 
k—1 
7 EN 2 ^ 1 iO ET 
(X, X) = I: Opie (ly 9, Way ann Gn) Zell More an 


sind, braucht man nicht auf ein Jacobisches System zurückzuführen; es lässt 
sich vielmehr in der Reihenfolge: 


Xf = 0; Xf Oj he TO 


unmittelbar integrieren. 





Sind hier die @x von den v, , x», , ..., v, unabhängig, so bilden die infinitesi- 
malen Transformationen X;/ eine q-gliedrige Gruppe, deren Betrachtung man im LrE'schen 
Lehrbuche: Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt. Kapitel 28. findet. 
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Dieser Satz bedarf eigentlich keines Beweises, denn es ist völlig klar, 
dass wenn g eine gemeinsame Lösung der Gleichungen: 


Xf - o, Xf = 0, 0. Auf=o0 

ist, X,(g) ebenfalls eine gemeinsame Lósung dieser Gleichungen vorstellt. 
Satz VIII: Ein q-gliedriges vollständiges System : 

(a) non o AS t ae M A =O, Vif io) 


dessen Poissonsche Ausdrücke: 


k—1 

(X, X) = Zsou X;f, (imi) 
4—1 

(Y,X) = Ls Gy, X,f + ©, Y (121,2, ...,9—1) 


sind, lässt sich durch die Annahme: 





(8) X,f = Yat , 


wo e eine gemeinsame Lösung der Gleichungen: 
AO X= 0; ae 0, 


aber keine Lösung der Gleichung Y,f = o ist,’ auf ein System: 
a Y 


Xf = o, Mo; e. Xf-—0 
von der Deschaffenheit: 
k—1 
(X, X) = Ls ou Xf (icis) 


zurückführen. 


Der Beweis ist sehr einfach. Nimmt man an, dass: 


(X,X,) = X[X(f)] — RX, (N) = From Xf + Ou X f, and 


! Es muss wenigstens eine solche Function @ geben. Angenommen, dass alle Lö- 
sungen der Gleichungen X;f — O (J =1,2,...,q—1) aueh die Gleichung Y,f= o 
befriedigten, so kommen wir zum Schlusse, dass das System (a) » — q + I unabhängige 
Lösungen besitzt, was unmöglich ist. 
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und setzt man in diesen Identitäten f = ¢, so verschwinden alle Glieder 
ausser w,,,X,f, denn es ist X,(¢) — o und X,(g) = 1.- Es ergiebt sich 
also: w,,, = 0; und damit ist der Satz bewiesen. 

Dieser Satz lehrt andererseits, dass man das System (a) in der bezeich- - 
neten Reihenfolge ohne die Transformation (f) integrieren kann; alsdann 
werden zwar die Coefficienten der Differentialquotienten von f genommen 
nach den Lösungen der Gleichungen Xf=o l=1,2,...,9— 1), in 
Y,f= nicht nur von diesen Lösungen abhängen, sondern noch von anderen : 
Veränderlichen, diese werden aber hier nur als ein allen Gliedern gemein- 
samer Multiplicator vorkommen und deshalb sich vollstándig wegheben. 
In der Praxis ist es aber bequemer, die Transformation (5) anzuwenden. 


22. Die linken Seiten der Gleichungen der vollständigen Systeme, 
welche die Biegungsinvarianten definieren, sind gewisse infinitesimale Trans- 
formationen, welche stets endliche continuierliche Gruppen bilden. Die 
Frage also nach den Poissonschen Ausdrücken der Gleichungen unserer voll- 
ständigen Systeme, reduciert sich auf die Frage, welche Zusammensetzung 
die betreffenden endlichen Gruppen besitzen. Um darauf die Antwort zu 
geben, sehe ich mich veranlasst, wieder zwei allgemeine Sätze aufzustellen. 


Satz IX: Bestehen für die q-gliedrige endliche continuierliche Gruppe: 


n ef 
Xf — x4 = Un oun %,) a &=1,2,...9) 
t 


1 


die Relationen: 


q 
(X, Ape lY. Ca, Xf, - a >53) 


und erzeugen die infinitesimalen. Transformationen: 


ei 


m ^r 

MM ; SY x el 

= X,f + FLE (a ces Tu E ets Am) az (&=1,2,...,0) 
1 


chenfalls eine continuierliche Gruppe, so bestehen für diese Gruppe die Rela- 


tionen: 
g 


(2.2) = Leen Zuf (zik) 


oder, anders gesagt, so sind beide Gruppen gleichzusammengesetzt. 
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Ist nämlich: 


q 
(42) = Xo, Z f, (zie) 
so ergeben sich, wenn man die Differentialquotienten a, in diesen Iden- 
titäten gleich o setzt, die Relationen: 
7 . 
(X, X) = Zi ci XF, (zia). 


woraus folgt, dass notwendig cj, = Cys; ist, und damit ist der Satz be- 
wiesen. : 


Satz X:  Bilden die infinitesimalen Transformationen: 


n 


"ia of 
== né AN x + Z,f, (E—1,2, ...,9) 
1 1 
wo 
m of 
Z.f — Nn jt ap HR Chie coon Ce) = (k=1,2,...,9) 
1 1 


ist, eine q-gliedrige continuierliche Gruppe, und kann erstens die Relation: 


T 
de e, Z,f = 0, 


wo die e, mumerische Constanten bezeichnen, nur dann bestehen, wenn alle 
e, gleich Null sind, und bestehen zweitens die Relationen: 


q 


(AL) = 2c Z.f, (iia) 


wo die c4, ebenfalls numerische Constanten sind, so ist die Zusammensetzung 


unserer Gruppe: 
T7 


(X, X) = lY. Cu, X;f. ee: t 


Nimmt man nämlich an, dass: 


q 


(X, X) = Leen. Xf, (CNE hey) 
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WO Cy, 2 Cys, und setzt man in diesen Identitäten alle Differentialquotienten 


af 


— — 0, so ergiebt sich: 
Ox; 


q 
(22) EE Y. Cu, Zef Gens coti 


Wären die Constanten e, nicht alle gleich Null, so wäre denkbar, dass 
man diese Relationen auf die frühere Form bringen kónnte, weil das 
aber nicht der Fall ist, so ist unsere Annahme falsch und der Satz be- 
wiesen. 


23. Jetzt wollen wir versuchen, ob wir den Satz X auf die Glei- 
chungen der n‘" erweiterten Gaussischen Gruppe anwenden können. Aus 
den Gleichungen (14) erhalten wir, indem wir dort » — À + 1 — p setzen 
und in derselben Weise verfahren, wie wir es bereits in N° 10 gethan: 


| Ne al = Go) f + en = O, 


(25) 2 T 
| f= CE Ae à TCU a o, 
WO: 


: : 9 
b, + i,)(n Se aaa Er 1,0n—i—24—1-4 p SYNC eat li 


AS 
I A+1—p 





NL 
H— 





if n—i 


ef 
+ [@ + 1),(n — ia To 1 1,n—i—24—14& + $, (n Lo N IE ].m—i—2A il ep 





in—i 


of 
AB i,[2 (n ZB i); NU rU E (n NU Dares Go tec] 2G, x 
in—i 
Te > TE E, of 
pA+1— f= (n E i) ese $a i—pt+l1,n—i—A—1l+p =F $ i—p,n—i— aja) mE 9E, LE 
of 
= [a(n — t+ npe n—i—À + zs PRE (n I ati C i—14-1,n—i—1--A aa SLT 
i,n—i 


; ; 9 
+ [2 (n — i) Mu + {n r8 ijs] Gen 


Der Bequemlichkeit wegen werde ich alle diejenigen von den Gleichungen 
(25), für welche A denselben Werth besitzt, Gleichungen A" Classe nennen. 
Wir sehen, dass in den Ausdrücken 117,, ,f und 7%,,_,f die Ord- 


nung der Differentialquotienten von £, F, G, nach welchen f differentiiert 
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wird, überall die »' ist.. Ferner kommen solche Differentialquotienten 
von f in den Ausdrücken 8,9 ,f und 9777) ,f augenscheinlich nicht 
vor; auch die Coefficienten der Differentialquotienten von f sind in diesen 
Ausdrücken von den Differentialquotienten n'® Ordnung der E, F,G 
unabhängig. Demnach sind die infinitesimalen Transformationen 87), ,_,f 
und 97,,, ,f von derselben Art wie die Transformationen X,f in unserem 
Satze X. Die Rolle der Veränderlichen z, spielen hier die Differential- 
quotienten n“ Ordnung von £, F,G; die Rolle der Veränderlichen x, 
fällt den Differentialquotienten niedrigerer Ordnungen von E, I’, G zu. 


Nun versuchen wir nachzuweisen, dass die Identität: 


n À+1 à 
/ (n) = 2. po) SS 
(26) 212 Crd ee m SF Cin Peer) = @ 
wo e,, und e,, numerische Constanten bezeichnen, nur dann möglich ist, 
wenn alle e,, und e,, gleichzeitig verschwinden. Wir bemerken nämlich, 
dass die Coefficienten der Differentialquotienten von f in allen: 7 f und 


[5A 1—p. 


T).,_,f lineare homogene Functionen der Differentialquotienten von E, F, 
G sind; die Ordnung aller dieser Differentialquotienten ist » — A, also für 
jede Classe constant, und von den Ordnungen dieser Differentialquotienten 
in jeder anderen Classe verschieden. Weil aber unsere Identität nur bei 
constanten Werten von e,, und e,, bestehen soll, so ist das nur dann 
möglich, wenn die n + 1 Identitäten: 


À+1 E 


(26°) 1, (es, b dtf + p XN = @ (4—0,1, ..., n) 


bestehen. Betrachten wir gleichzeitig zwei Classen. À und X, wo X < À 
ist! Die Ordnung der Differentialquotienten von E, F, G, welche in die 
Coefficienten der Differentialquotienten von f eingehen, ist n — A resp. 
» — X. Weil aber » — A 2» n — À ist, so ist die Anzahl dieser Diffe- 
rentialquotienten von E, F’, G für die Classe 4’ grösser als für die Classe 
À. Kann also die letzte Identität für die Classe A nur in der Weise be- 
stehen, dass alle e,, und e,, verschwinden, so kann ihr Auftreten für die 
Classe 2’ nur in derselben Weise möglich sein. Weil aber nach unseren 
Entwickelungen in N° 11 das Bestehen einer solchen Identität für 1 — xn 


.sogar dann, wenn e,, und e,, keine Constanten sein sollen, notwendig das 


np. 


Verschwinden dieser Grössen verlangt, so kommen wir zum Schlusse, dass 
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in der Identität (26) alle e,, und e,, gleich Null sind." Also reduciert 
sich nach dem Satze X die Untersuchung der Zusammensetzung der end- 
lichen Gruppe, welche als infinitesimale Transformationen die linken Seiten 





! Doch scheint dieser Beweis nicht ganz streng zu sein; deshalb wollen wir einen 
anderen angeben. Soll unsere Identität (26 bestehen, so müssen die Coefficienten der 
Differentialquotienten von / alle identisch Null werden. Insbesondere giebt der Coefficient 

of, 
9E, ni i 3 


2+1 


(a) > lex (inca ar d, (n FF (DFE 1-1 Eye, 1,0n—i—4A—1l4g 


0 : 





= Js y ” 
Ar em > d'hh+1 716207 iE JL 1,n—i —A—1 p T Un E; sain) = ©, 


(n — d);.1-, ist immer dann und nur dann von Null verschieden, wenn (A+ 1 —p) € (n—7) 
ist; im Grenzfale À + I — (/ — *» — ' bekommen wir.O, — I (N° 6). Also erstreckt 
sich die Summation nach p von À + 1 — (n — 7) bis À + I. Demnach können wir die 
frühere Gleichung folgendermassen schreiben: 


A+1 


[2m E Z 
NM j + Cras 1-0) 202-3) == 23:3:1—(—1)) Pn —2)0 


+ 0134 1—G— P203 (1) Pro F inv) Era) = 0. 





Der Ausdruck 4; (4; verschwindet nur dann, wenn 7 —(n— 42)» +, wenn also n — 4 « 0, 
was unmöglich ist; demnach kann weder der Coefficient von e;;,1 (4; noch der Coeffi- 
cient von 6j,,1—(—;) verschwinden. Weil ferner E, ;, und Fy 0 unter dem Summen- 
zeichen nicht auftreten können, so erhilt man: 


€1i41—(n—t) = O34 1-(n—1) = O* 
Dieses Resultat gilt aber nur dann, wenn À — (n — 2) 2 O ist; also ergiebt sich: 
£31 = 631—633 = ee = een: (A—0,1, ..., 0) 


Es handelt sich also nur darum, zu beweisen, dass 630 = €;9 = O (A O, I , ... , ?) ist. 
Setzt man in der Identität (a) ? = ~ = 0, so ergiebt sich: 


6192413 Etna + C2041 Eg A = 0, 


wo wir mit dem Multiplicator 41 dividieren dürfen, ausser wenn À — m ist, wo 71,1 — O 
ist; wir erhalten also eg = e39 =O (4— 0, 1,.,.,m — I). Weil aber alle e;, und 
?,, gleich Null sein müssen, so erhalten wir: 


849 = £39 = O. Denen 


Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen. 
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der Gleichungen (25) besitzt, auf die Ableitung der Poissonschen Symbole 
für die Ausdrücke /1?,, ,f und 7%,,_,f. 

In diesen Ausdrücken wird f immer nach den Differentialquotienten 
n* Ordnung von E,F,@ differentiiert; weil aber diese Differential- 
quotienten in den Coefficienten der Differentialquotienten von f für die 
Classen 1,2,...,7 nirgends vorkommen, so schliessen wir unmittelbar, 
dass: 


Ir 
1(n) " (n) ) à (cons À +1 

( LÀ +1 3 DS = Cy 7S a 78 
\u=0,1,...,A4+1 


wo /” entweder /' oder aber 7’ bezeichnet. Weil ferner nur für die 
Classe o die Coefficienten der Differentialquotienten von f die Differential- 
quotienten 5^ Ordnung der E, F, G enthalten, haben wir: 


(oki Son) = Hors (zwi) 


wo [15,, ,f] einen linearen homogenen Ausdruck mit constanten Coeffi- 
cienten der Ausdrücke /"f nullter Classe bezeichnet. Erinnert man sich 
endlich, dass die Coefficienten der Differentialquotienten von f in den 
1"f X” Classe lineare und homogene Functionen der Differentialquotienten 
(n — A)* Ordnung von E, F, G sind, so resultiert notwendig: 


hy ee pL 
"r(n) v (n) "E " (n) = A 
(1 ee pe) = Uu UE eil: | mr) 
Wenn wir jetzt den Satz X in Anwendung bringen, so ergiebt sich 
folgendes: 
1) Die infinitesimalen Transformationen: 


ff und ruf (In sk) 


S pyAtl—p Tu, +1—y 


bilden eine endliche continuierliche Gruppe mit lauter vertauschbaren : 
Transformationen; 2) die infinitesimalen Transformationen: Sf, 9f, 
Sf, Sf bilden eine 4-gliedrige continuierliche Gruppe; 3) die Pois- 
sonschen Ausdrücke jeder dieser infinitesimalen Transformationen mit jeder 
infinitesimalen Transformation, welche der Classe À angehört (A= 1,2,..., n) 
kónnen nur von den infinitesimalen Transformationen dieser Classe A ab- 
hängen. 

Die Zusammensetzung der 4-gliedrigen Gruppe müssen wir aber genau 
berechnen. Nach dem Satze IX reduciert sich diese Rechnung auf die 


52 Kasimir Zorawski. 


= LACET He 3 E 
Berechnung der Zusammensetzung der Gruppe: Sf, fr Sf Siok 
(N° 12 (a). Fürht man diese Rechnung wirklich aus, so gelangt man 
zu folgendem Resultate: 


(S19 , Sor) = Sorf — Si, (Si > Sv) = Sirf, 





(2 7) : (So? N Sr) = — SDF, (St? j 8») ER == gef, 
| Ce (Er, 9) — o. 


Zuerst also bilden die Gleichungen der x“" erweiterten Gruppe aller 
Classen ausser der Classe 0 zusammengenommen ein Jacobisches System. 
Demnach kann man diese Gleichungen ohne irgend welche Transforma- 
tionen und in einer beliebigen Reihenfolge integrieren. Setzt man nun 
die erhaltenen Lösungen in irgend eine der Gleichungen: 


(27) | Spf—o, fo, Sgf—o, fo 


statt der ursprünglichen Veränderlichen ein, so erhält man nach der be- 
wiesenen Eigenschaft 3) eine Gleichung, welche die ursprünglichen Ver- 
änderlichen nicht enthält. Nun aber giebt es, wie die Formeln (27) zeigen, 
keine Reihenfolge der Gleichungen (27’), welche die im Satz VII ange- 
gebene Eigenschaft besitzt. Andererseits giebt es aber 4 Reihenfolgen der 
Gleichungen (27^, nämlich: 


it gv) = 0, Sof — O, DE = 5 Su = O0, 
27 SH cr Sr L9 eof = 0, of = 0, 
"=, .Sf—o,  Syf—o, Mo, 
fo, fo  Sf—o fo, 


welche specielle Fälle des Systems des Satzes VIII sind. Hat man also 
die Gleichungen der höheren Classen integriert, so kann -man die übrigen 
Gleichungen der Classe o in einer der 4 angegebenen Reihenfolgen auf 
die im Satze VIII angegebene Weise integrieren. 

Es ist dabei ganz evident, dass diese Resultate, welche wir für die 
Gestalt (14) oder (25) der Gleichungen der n“" erweiterten Gaussischen 


Gruppe bewiesen haben, sich auch auf die Gestalt (17) dieser Gleichungen 
beziehen. 
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Ferner kann man alle diese Ergebnisse auf die Gleichungen der 
Beltramischen (18), Mindingschen (21) und allgemeinen (23) n*" erwei- 
terten Gruppe ausdehnen. Setzt man nämlich dort überall y= A+ 1 — y, 
teilt die Gleichungen in Classen ein (wobei zu bemerken ist, dass hier 
nur # verschiedene Classen vorhanden sind, da À nur gleich o, r,.., 5 — 1 
sein kann) und benutzt den Satz IX, so ergeben sich unsere früheren 
Resultate auch für diese vollständigen Systeme ohne Weiteres. 

Um ein allgemeines Theorem aufstellen zu können, setzen wir statt 
der Buchstaben GS, &, OU, 4 überall 3; mit anderen Worten: 
| bezeichnen wir mit: 


Qn) mE en) rude. 2=0,1,...,n—1 
ne ul = O;, thin = Oo Caron) 


entweder die Gleichungen der (x — 1)*^ erweiterten Gaussischen oder der 
n"" Beltramischen, Mindingschen oder allgemeinen erweiterten Gruppe, so 
haben wir: 


Theorem VII. Um das vollständige System: 
$00 n : A=0,1,...,2— 
Din = O, EE dem Oo (eoa de) 
nach der Jacobischen Methode zu integrieren, integriert man zuerst in be- 


liebiger Reihenfolge die Gleichungen aller Classen ausser der Classe 0. Diese 
Gleichungen aber integriert man weiter in einer der 4 Reihenfolgen: 


ge) ^ 
te 5m Qin) ff _ $00 m. S Sot] » 
I if = O, din = ©), 85 == Or n 
$09 ( HD) 
oe 
e 0 
te Sp 40 a f — = G} 3M Ff — LÀ). RU. (0 5 
Hi (0) | 
f 
te on... Qn)eg __ aint “ol 
3° of = O, ul — ©) Io, , — O, 
90 ( D) D 
o1 (0) 
sr 
t e € 1 
4° 3 f = o, fo) a SU E QE CNN 2) 
(4) 


wo € überall eine gemeinsame Lösung aller schon integrierten, aber kein 
Lösung der letzten Gleichung bezeichnet. 
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8 VI. Berechnung einiger Biegungsinvarianten niedrig IHR, 
Ordnungen. 


Hier stelle ich einige Biegungsinvarianten auf, indem ich das Theorem 
VII in Anwendung bringe. Man könnte eigentlich diese Rechnungen ohne 
Benutzung des Theorems VII vollständig durchführen; doch scheint mir 
die dort angegebene Integrationsweise hier die bequemste zu sein. Ferner 
meine ich, dass es keinen Zweck hat, alle diese einfachen, obwohl langen 
Rechnungen hier anzugeben; vielmehr werde ich mich auf die Angabe 
der Resultate und einiger speziellen Bemerkungen beschränken. 


24. Die Gaussische Biegungsinvariante niedrigster Ordnung ist von 
2‘* Ordnung. Man bekommt sie durch Integration des Systems: (N° 12 (a,)) 


) ERP EE Eos + Pn + Bdge + GE + Gu) 









7 of 7 of 
+ Eno ap + 2 Y — O, 
0 


3 
9G, 











of , of E of 
ED = Coi ag ne Coin Ci) sp ACT EE E) sm 








to 
— 


2E a py 2E. SE + Es Ha te 


4 
op 10 oH, 





2) „at pd D of 7i (& of oft ‚ef‘ 
3) = 73 + ap + a 103 yy + 10 pe a: B 701 + = 6 ls 


96. 
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or 
ox 


gon ai 


DAS ES 
yw =F 2h 8G.. T4. Alley 2 0, 























y 9f of DAME OF 
ne ane Gola: 9 
of ; f 4 of + 9f sure re 
Hr + Par, © Pap + eB ag.” Bigg = 9 
(Classe 1.) 
dau. Uu aha RC Gran ma ae RT 9 
0 




















M of hi jl "n^ Y ef > 
f 9E, Nu : ana tT (Fs, "E A 11 Ex 
y. OF ef Cie ae 
2656 ar Fr, "p (Fu 2 4.) oF, EX O, 
E ef 25092 ef SUR 
(Classe 2.) 5p. + 255 x O, sm JL 25g. zo! 


Wir haben in N° 12 bewiesen, dass von den 10 ersten Gleichungen 
nur 9 von einander unabhängig sind; demnach können wir eine dieser 
Gleichungen bei der Integration weglassen. Dieser Umstand erlaubt uns, 
das System ohne Weiteres auf ein System des Satzes VII zurückführen; 
zu dem Zwecke lassen wir die Gleichung 4) weg. Indem wir zuerst die 
Gleichungen der Classe 2, dann der Classe ı und schliesslich die Glei- 
chungen 1), 2), 3) nach einander integrieren, bekommen wir die einzige 
Lösung: 

an LEER: Gy — 2F0G0 + Gy) 
an F(E Gy — En Go — 2 En Fur + 4 Fo Fu — 2E, Go) 


+ G(E,G, — 2h) Fy, + En) — 2(EG — FE — 2F5 + Gy}. 


Das ist das Gaussische Krümmungsmass, deren Invarianz bei der Biesung 
der Fläche Gauss in Disquisitiones generales circa superficies curvas (XI, 
XII) bewiesen hat. Nach der Gaussischen Schreibweise haben wir: 
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e ,  p[8E90 2PaG 
(EG — Fk = B/S — 2 + (2) | 





| oq eq 9p og 
OH OG oH OG eH oF oF oF oF dG 
LE Se as EP rn ee Lm ES | 
op og og op og ey 9p 8g op Op _ 





ER: On OF =) ]- (EG — FJ 


oe am ad 
eq | 


Zi 
og” opog 9p 
wo K das Krümmungsmass bezeichnet. 


25. Jetzt wollen wir gleichzeitig die Biegungsinvarianten Ag, 6(e4), 
und J(¢y’), deren Existenz wir in N° 18 und 20 bewiesen haben, wirklich 
aufstellen. Zu dem Zwecke werden wir die Gleichungen der ersten er- 
weiterten allgemeinen Gruppe integrieren, indem wir in (28) m= 2, 

!— e und g?=¢ annehmen. Wir haben die Gleichungen: 





























of ef ra of 
1). B+ eh sat Oi xc bug, tae í 
4) EN ea. +9 EL, 
Top eH a o 906 : oy Tie 
‚of 2j of 
2) der i Y ag = % 
7 2 ah 
3) 2G 565 TF E Pos p + bus a -—y dy! is 


Integriert man diese Gleichuugen in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4), so 
ergeben sich folgende Lósungen: 


Kor Eg; Qo — 2F Por Pio aR 208 Ad is Edo = 2F hor Pro AF Goo 


EG — rp EG — F* 














E P lg — F Po Dio 1 Us) 4 €10 2, N Din à 2 0 
Ved =o ss + Gpud gy eee 





' Die Gleichungen 1), 2), 3) haben 5 gemeinsame Lösungen: 


Oo #7 Lio PE D: Ke,, ve Fon , DUE Ju — es PAM Py + E 


VE’ "Ve ^77 Ve@a-r) ‘0 EUG "nme! 
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Unsere Function (ed) ergiebt sich als Folge der Lösungen Ac, Ac 
und Ve; wir haben nämlich: 








6(¢¢) = V^e. A9—(Vedy = AM oes m 

Indem wir also Ac, Ad und (cd) als wesentliche Biegungsinvarianten 
betrachten, so- wird Ved eine Folge von ihnen, also ünwesentlich. Die 
Biegungsinvarianten Ac, (ed) und Ved sind von Herrn Berrraut in 
Ricerche - di analisi applicata: alla Geometria (XIV) (Giornale di Mate- 
matiche, Bände- II und III) aufgestellt worden. Herr Berrramt be- 
rechnet natürlich diese Ausdrücke in einer ganz: anderen Weise, als es 
hier geschehen.ist. Ag nennt er Differentialparameter 1'* Ordnung. 

In N? 18 haben wir bewiesen, dass wenn mehrere invariante Func- 
tionen ¢ auftreten, einige von den Ausdrücken 6 nur Folgen der übrigen 
und der Parameter A sind. Nehmen wir drei Functionen: c, d , a, so 
haben wir: 


a Bes y 2F Po Lio TG Pio Eo, — 2 F4, io =F Gn, 











= - 5 A^ h — - == = , 
Ap EG E EG p» 
= Eo, — 2F040,, + Go, 
Su B6 sione 
h o001— hs io io Por — 001 Pro Pio d, — Po "10 
Aldo) E Mui RON 4 (oc) — Fun . A(cd) = Au Pur . 
VEG — F VEG — p EG =F 


Zwischen diesen 6 Grossen soll eine Identität bestehen. Wenn wir aus 


Verfährt man, wie im Theorem V angedeutet ist, so erhült man aus 4) die Gleichung: - 


. 


ef ef ef RE ef 
Co az ie == I c2)—— = 0, 
SAR <Page Fen gate viget root as 


welche schliesslich folgende 4 unabhängige Lösungen giebt: 


ci T e >= Ag. ei ls ci IE Ad, Cie + C36, = Vor, 





(I(oy') ist keine neue Biegungsinvariante; man sieht leicht, dass sie mit dem Ausdrucke 


^ 





5 . ° an 
identisch ist, den Herr DARBOUX mit 


— bezeichnet. Leçons sur la théorie générale des 
08 


surfaces. Troisième partie, p. 195.) 


Acta mathematica. 16. Imprimé le 19 janvier 1892. 


oo 
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den zwei letzten Gleichungen ¢,, und ¢,, bestimmen und diese Werte 
in die ersten der sechs Gleichungen einsetzen, so ergiebt sich ohne Schwie- 
rigkeit die Identitàt: 


(Ac)*6*(Do) + (Ad)* (e) + (Ao)*8*(ed) + 46'(5o)8'(o9)8 (ed) 
— 2A4A68'(ce)8* (ed) — 2AcAg 8 (pd) 8 (Do) — 2 Ae AQ8'(Do)8' (ap) = o. 


Natürlich werden wir, wenn mehr als 3 invariante Functionen auftreten, 
mehrere solche Identitäten aufstellen können. Diese Identität controlliert 
unsere frühere Behauptung. 

In derselben Weise ergiebt sich aus den Entwicklungen in N° 20 
dass zwischen: 


Ag, Ao, Hyd), Leu‘) , Toy) 
eine Identität bestehen muss. In der That, wir haben: 


(E + Fy)g, xd (F ar Gy )e,, 
VEG — IP JE + 2Fy + Gy” 





VA¢g — Li¢y') = 





und es ist leicht zu verificieren, dass 


Pro Por = PoP ro 
VEG —F 








Tey’) A9 — Py) — TOv) Vag — Fey) = 
ist; es besteht also die Identität: 


(gy) VA¢ — Foy) — Mey Wag — Fey) = 0(ed). 


Wir miissen hier noch hervorheben, dass man die in Rede stehenden 
Biegungsinvarianten gewöhnlich in anderer Form schreibt, als wir es gethan 
23 


. Co eo 
haben, man setzt nämlich statt ¢,,,¢,, bez. um 5 ; für uns war die 
du 


kürzere Schreibweise bequemer. 


26. Wir gehen jetzt zur Berechnung der Beltramischen Biegungs- 
invarianten 2'* Ordnung mit einer Function ¢ über. 
Aus (18) ergeben sich dafür folgende Gleichungen: 
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1) iet d. PT. + Pei Ag (F ER, ie u (2F,, QE Gas 


of 
29, 





+ Ey sr + 2F xxm br. = 2611 go + £30 pz 5 


‚ef ef à ef : We. 
4) p. apt 3 dE E a (Bir d G5) s 3b (2E, oe E) se 























9n 
+ Gy si + 2B sg + Pag Hunt Yun = 
ae "3E. Frag, Pia ufi xr. C» 
2) + Fy v TE a E EID E = ut Se Mum 2b, = 
ef 
ze Eu = dn 2 IR m = ae dy mius 2930 so See 
CPE G Ju au oc E o + M 
3) 2 GV vt 2 = == 10 oF, aes 701 3G, 2 ap 
+ E AR AE + pus 42 E = ©, 
01 Wu Co EI D 0299, 
7 of Al of ef 
fap een, Huren, 0 
f ef ef 
G Po Pug 9 











‚af of 
En El: T zm ee Ey Ar 2F 26, Sr Co 90,1 = 0, 
(Classe 1.) 























- 
Y ef "ul ji of. 2 
dime a: OF 4 oF a i SE T Ve. 9€, us 
of on of ez 
AES. + For ae Pros, Os 

[ = of of 
26G35- od hi Pan Ex o (e) 


[ch integriere zuerst die Gleichungen der Classe 1; dann die Glei- 
chungen der Classe o in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4). Bezeichnet man: 
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a (EG — F) 0, EXE, = 2E MES a SERA CC NEL 
BEC Fo, GEM 

e = 2(EG — F^), — Gy Ups, EP) — 2 Bor ogg Ep) 
so bekommt man folgende Lósungen des Systems: ! 


AN Ec — 2Fb + Ga 
2€ Fy 2(EG m2 py ? 





: I vx 72 2 à 
Ay = ng — pasta — Feu) — (EG — Fpy]e 


—2( EF yo), —2 EGG, 10+ FGpi)0 + [(Gew— Fo) -(LG— LF") £u] a), 


(o b* 
1 7 = ic) 1 
A; c (EG py 





! Die Grössen &, b, c sind Lösungen der Gleichungen der Classe I und ergeben 
sich ohne Schwierigkeit. Führt man diese Integrale a , b,c in die Gleichungen I), 2), 


= 


3) 4) ein, so erhült man das System: 














| caf L9 DOME Jen 
1) - E op + 21 9G + io 3g, + a >) + 2h zm — ©; 
NE n ar [ue oe 
2) By Pag Yu, 443 Tab, Hess 
"UN B^ ca dpa c ME 
3). t P Spurs bep SEE 
ak of. of 2 ^ 
3 9f "2 op LITERE AE 
4) Gap t 285 + Po. ay + ar CSS O. 
Die Gleichungen 1), 2), 3) ergeben sehr leicht die Lósungen: 
LORS Du Eg, = Kon "LAE b? 
{1 VB: la VE(EG — E") 43 (HG — pay 


t a | Eb—Fa | 
^c RE(EG-— PY 2"  B(JEG PS 








setzt man diese Lösungen in 4) ein, so findet man erstens, dass 7, = Ai ¢ eine Biegungs- 


EUR Laco Me 4 of of BL pl > e oF 
invarjante ist, zweitens die Gleichung: y,5— — 7,3. + 2p, 5— + — (75 + Ts an EQ 
* P ha rs 


4 
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und endlich die Biegungsinvariante 1" Ordnung Ag. Setzt man in A,c 
die Ausdrücke &,b,c ein, und ordnet nitan die Glieder zweckmässig, so 


ergiebt sich ohne Schwierigkeit: 
Avg = rem » — Fey + Gogo —,# Hotel 
ce WEST ag (En + EG, — 2 FLN Gy — Fev) 
+ (Lg — Feu + Eng — Lugo) VEE 





I 
— iuga Ga + GEL 2 FF y)(Epei — Fe) 
24 — 


daraus resultiert aber unmittelbar: 





Fes: 'Eg,, ER 


Ge, — ) a E 
7 10 v HG — = 


pe 
JEG — F?|\ JEG — F: 
g; in gewühn- 


Das ist der Beltramische Differentialparameter 2‘* Ordnung; 


licher Weise geschrieben lautet er: 











49€ ‚ep: 9g ‚ce 
! (ts) (are) 
ga — p p 











wo die Veränderlichen x,y durch w, v ersetzt sind. 


27. Endlich gehen wir zur Berechnung der Mindingschen Biegungs- 





Daraus ergiebt sich: 1) die Lösung: Ac = 7; + 72; 2) die Gleichung: 
U Ce | 
Eye ED EEE. = (0 
rope 
welche sich vermóge der Substitution 7, + 7; = z auf eine lineare bringen lüsst und die 
a ae : BR A 
Lösung Avg = E37; ergiebt, und endlich 3) die Gleichung: 
r. 


4 
4 


2d fs d 7a = E 








/ 2 + / 
VAS VUA — T4) — fa 


arırr + (Gi — nXy.— Arg) bekommen. 


woraus wir die Biegungsinvariante A,g = 
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invariante 2** Ordnung über. Nach (6) und (21) ergeben sich für diese 


Biegungsinvariante folgende Gleichungen: 





: ER s 2 
) ET p oP pM. mE S ee Galen 


+ Bsp + oF 5a Sel + ayy ap =O 








of 2 
i EC 





na Gi ac im 2a EN o, 
A rep: E 3E Je 
2) 2 sp V E 2 01 a Dre ES 2 v ie E 
24 of ,9f „ef 
T Go 3G uU pcs c son = 9 
10 d s 
^ 
ef 





3) CL + t+ a AR E e + 36, ao + 2Kızp, 


c ol] ef BB: 
um mec enu qmm. 




















7 of 5 7l nd = . 
a ME US duo 
of B 
e eme 
E 1 Ki 1 of 7 of mine. 
2 I NS: Æ 8p Ar Eg. + 27 ig. duerme 0, 
(Classe 1.) 
2 (j 2l E) op yi e cd 
gr Ne F ap. Gap a 2 satan AY age ape 
Ay y 23 £ 
DE ee Ic UPS Ren 
uL Rud NES 
Y of | 9f 2 Of e 
2G T + I oF, Y 3 =O 
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Ich integriere zuerst alle Gleichungen der Classe 1, dann die Glei- 
chungen der Classe o in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4) Es ergiebt sich 
die Biegungsinvariante: 


I 





ren UI (Bie a7 BEL. RES) 
VEG — F(JE + 2Fy + Gy?) |^ 2 2 


] 3 I 3 " / Y 3i 3 7 I Y , 
+ (EG, + FF, —3 FE, — 5 GE,y —(GE; + FF, —3 FG — EG,)y" 
Tks (cr, Aut gn aet FG,)y" LEGS py. 1 


Dieser Ausdruck ist die von MixpixG (Crelles Journal, Band 6: Be- 
merkung über die Abwickelung krummer Linien von Flächen) berechnete 
geodätische Krümmung. Ordnet man hier die Glieder zweckmässig und 
setzt statt r, bez. p,q, so bekommt man den Mindingschen Ausdruck: 


1 I 


p VEG P(JEdy + 2Fdpdq+ Gdg) 


,/19E oF 10G | 
E F4G — G E x IP ag oie aq) Ju 











186 °F L BOE ES Does 2 
|z E dq + an dp 28q dp) = Pak Ja» 





2 2 eE 
«I EdG — GAR + r= re = +5 dy 5, An) ve 


+ (EG — F'(dpd'q — dqd*p) | 
* Der Ausdruck, welcher in Klammern | | steht, ist die einzige gemeinsame Lüsung 


der Gleichungen der Classe 1.  Bezeichnet man diesen Ausdruck mit c und setzt man ihn 
in I), 2), 3), 4) ein, so ergiebt sich das System: 








il MOOD BRONCOS de M aporte dn 
1) Eat 2Faqgty ay + 303,— © 2) 2E S + Ft He o 
5 ef f ef of RUE 
2G t6. EP dme Far en en pe EURE 
3) 2638 + Pan USE o 4) = Pt 2F an ay 
+. à : : TOR 
Die Gleichungen 1), 2), 3) ergeben zwei gemeinsame Lösungen: « = — ————— —- und 
yy EG — F* 
Be demnach nimmt die Gleichung 4) die F (t 4 a*) + 309 —o 
CAE EG — Tp emnach nimmt die Gleichung 4) die Form: ( 1a, + 34 25 — 


Bg c 


an und liefert das Integral C — s — ————À 
(ta) JEG — F'(VE + 2Fy + Gy?) 
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28. Die Berechnung der Biegungsinvarianten durch Integration voll- 
ständiger Systeme ist aber sehr umständlich. Es giebt zwar ein anderes 
Mittel: hat man nämlich eine gewisse Biegungsinvariante, welche in- 
variante Functionen enthält, und setzt man in diese Biegungsinvariante 
statt dieser invarianten Functionen ebenfalls Biegungsinvarianten ein, so 
bekommt man offenbar auch eine Biegungsinvariante von hóherer Ordnung 
als diejenigen, welche zu ihrer Berechnung gebraucht wurden. Dies hat 
schon Herr BELTRAMI bemerkt in Bezug auf seine Symbole Ag, O(¢¢), A,c. 
Diese Methode der Berechnung von Biegungsinvarianten wird aber nur 
dann mit vollstàndigem Rechte gebraucht werden können, wenn man 
weiss, wie man diese Operationen dirigieren muss, um alle wesentlichen 
Biegungsinvarianten zu erhalten. Mir ist es nicht gelungen, irgend ein 
Resultat in dieser Richtung zu gewinnen. 

Ich habe vielmehr im Allgemeinen nur den folgenden Satz anzu- 
merken: 

»Setzt man in einer Gaussischen Biegungsinvariante statt Z,, /^,, Gy 
bez. G,, Fu, Ex und in einer Beltramischen statt E,, PF, Gu, gu bez. 
G,, Luis Eu Ei, so bekommt man wieder eine Gaussische resp. Beltra- 
mische Biegungsinvariante.» 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Sätze III und V. Die 
in den letzten Artikeln: berechneten Gaussischen und Beltramischen Bie- 
gungsinvarianten gehen bei solcher Vertauschung in sich selbst über. 

Für die Mindingschen und allgemeinen Biegungsinvarianten gilt ein 
analoger Satz offenbar nicht. 


Göttingen, im März 1891. 


SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA 


DES INTÉGRALES DOUBLES 


PAR 


GUSTAF KOBB 


à STOCKHOLM. 


Dans ses lecons sur le Calcul des Variations M. WEIERSTRASS 4 ex- 
posé une nouvelle méthode pour la recherche des maxima et des mi- 
nima des intégrales simples, qui est aussi élégante que rigoureuse. Dans 
ce mémoire j'ai voulu essayer d'appliquer cette méthode aux intégrales 
doubles, en me fondant sur les admirables travaux de M. Picarp, con- 
cernant la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre. 
Je me borne comme M. Weisrstrass à considérer le cas où la fonction 
sous les signes sommes ne contient que des dérivées du premier ordre, 

Il sera facile de voir que la méthode que je vais exposer peut étre 
étendue aux intégrales multiples. 

Une méthode analogue a aussi été employée par M. Scawarz dans 
ses beaux travaux sur les surfaces minima." 





1 Über ein die Flächen kleinsten Flücheninhalts betreffendes Problem der Variations- 
rechnung von H. A. ScHwaRz. Ges. Abhand. I Band. 
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I Partie. 


Sur la premiere variation. 


Soit 
F(x j Ys 2 : X, y^ Z, GE y", E 


une fonction régulaire des 9 variables æ,7, 2 


0x ; 2y ER; n Ow 19 53 15 05 


im One Ye RE. | Y an’ Em ego" | Ov 


D 


qui, par rapport aux 6 dernieres variables, soit bien définie pour toutes 
valeurs réelles et, par- rapport aux 3 premiéres, au moins pour des valeurs 
entre certaines limites. 

Considérons ‚integrale double 


(1) = [fF 5972305, 9, €, 0 ,4",2")dudv 


l'intégration étant étendue à tous les points dans l'intérieur d'une certaine 
courbe fermée 


F(u,v) =o 


et supposons donnée une succession de valeurs de x,y,z sur cette courbe, 

nous nous proposons de déterminer #,¥,z comme des fonctions uniformes 

de w et v, de manière que cette intégrale soit un maximum ou un mi- 

nimum, et que 7,5,z prennent sur la courbe des limites les valeurs données. 
Nous pouvons aussi formuler notre question de la maniére suivante: 
»Determinez une surface 


x = z(u,»), y = y(u,v), 2 = £(u,v) 


de facon que l'intégrale (1) étendue sur cette surface, en cas d'un maxi- 
mum, soit plus grande, et en cas d'un minimum, soit plus petite que la 
méme intégrale, étendue sur toute autre surface ayant les mémes limites, 
et qui n'est qu'une variation infiniment petite de celle-là » 
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Nous disons avec M. Weierstrass que deux surfaces sont des va- 
riations infiniment petites l'une de l'autre, si à chaque point de la pre- 
miére correspond un seul point de l'autre, et vice-versa, et si la distance 
entre deux points correspondants est infiniment petite. 

De cette dernière forme de notre probléme nous pouvons déduire 
une propriété importante de la fonction F. Nous observons que la va- 
leur de l'intégrale (1) dépend seulement de la forme de la surface et pas 
du tout de la manière dont nous nous sommes servis pour exprimer les 


coordonnées ©, ¥, 2. : 

Supposons que # et v soient des fonctions uniformes de x, et v, et 
aussi que w, et v, solent des fonctions uniformes de w et v; si nous 
remplacons les variables w et v par u, et v,, lintégrale (1) doit con- 
server la méme valeur. Ainsi en appellant C la courbe 


"PI NO 


et C' celle, que devient C en remplaçant w et v par x, et v, on doit avoir 
(2) N EGY 2 Yi 25 8, Ms 2 dudo 
Y 


B " 4 » rf 22 ^U motile 11 AT } 
= | F(,9,259),915 45 V1 5 Wi » 2 )du,dv, 
d 





ou 
HEU c om 
! au,” 1 ou, ^ 4 aw,’ 
Ow Oy 92 
we n é 
ax = _—~— == é m —— 
i 9v, > N ov, ? : av, 


La relation la plus générale entre w et v et w, et v, serait 
= dt + Ev, (u,,0,), +. 
v = lu + ly, LUE buda 


mais il suffit de considérer les termes linéaires. 
Il faut maintenant exprimer a’, y’, z', ©”, y", 2” par 29,9152 BELA’, 2t - 


On a 


B -kIxO 


u = Àwu + xv, 


1 


0, = Àt + x, 


1 


x, — Ax, = (kl, — kl)" 
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et par conséquent 


Ox ox ox ; m 
q!'—— => — .A — A= Ae Ax, 
ow — Qu, ! Là dv, LE md 
2 ex Ou Ch y Ah 
go’ = — = — .x — .x = xc xX 
av ou, ui T av, 19, + x 
etcet. = 


Considérons maintenant le premier membre de (2) comme fonction 
de u, et v,, nous aurons 


- " 1 , tT. " " vr 
T= (kl, — kD [f F(o, y, e, a, 9, 2, 2", y", a”)du do, 
y 
ou en exprimant z',9',2,4',9",Z2' par ti, 9%; 45 4, Vis A 
I a 
pe. , , , Hn 
f= Ze, PGs ya, + At, ..:, 410 + 421 , ...)du, do, 
4 17€ 


et, par conséquent, en vertu de (2) 


JJ *« »Y,2,%, YA» Lis ee 2; )du, dv, 
c 
I 
celle a ‚BAU AUi 5 5 di © AU AD 
1 gl C 


Pour que cette égalité ait lieu, il faut et il suffit que les éléments des 
deux intégrales deviennent égaux. Ainsi en supprimant les accents 


(3) (xà, XE x,2) F (x 952,9, ,2,2 , 9^, 2") 
—F(z,y,2,A€4 + x”, ..., 2,2% + oxtU,...) 


Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de A, À,, x, x,, qui 
remplissent la condition 
xi, —x,AZO. 


Supposons donc 


A =1+%, Xe D 


=7, LEE 
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et developpons les deux membres de (3) suivant des puissances de 7, 7,,¢,€,, 
nous aurons en égalant les coefficients de r,r,,e,e, les relations importantes 


, oF oH ‚ar 

F = 3% az WW ay de 

„or "IO ,9F 

4) OZ 2r TW 22! 
4 

oH 7 Oli , of 

o—% ed Ta Sa 





oF or 9 
F = zg", Y"— + 3" —;. 
9x iud oy X a 


Ces relations joueront un rôle capital dans toute la théorie suivante. 

Reprenons l'étude de l'intégrale (1) et cherchons la variation, que 
subit sa valeur, si nous étendons l'intégration sur une nouvelle surface 
déterminée par les coordonnées 


où nous supposons d'abord £, 7, € des fonctions régulaires des variables 
u et v. La différence entre les deux valeurs de l'intégrale devient 


98 


ara ff risen er6g Eee ES) 


du do 





CNN Fay, 2b X, y, 2, qua Wis 2") 
et la premiere variation 
4 oF oF oF doe | oF o£ 
ol = = = : das 
WE Sub ar Le LE aub ae DE 
e 
On a ensuite les identités 


9 /,oF OF 0é 0 foF 
(s }= Es (ss): 


du dr. 











ow" or] 0x ou ou 
Rennes oF 
Ov \ oc] ox Ov * 3v 9x 


etcet. 
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Alors en intégrant par partie, “nous aurons 
9 /oF 9 foF 9 /oF 9 foF 
PE ie ene EE EC) 
(5) aere Da: ou (2) "m =) ST oy ou fs 9v Voy" a 
C 
oF 9 (FX 9 | | 
u cs Wan ae 9v (= =) ‘| duda 


+ flere ede — [ESE + rede 

















Dans la derniére intégrale, l'intégration est effectuée le long du 
contour C. Nous avons supposé que les limites de l'intégrale (1), ainsi 
que les valeurs de x,y,z aux limites soient determinées. Donc les varia-, 
tions s'annulent aux limites; l'intégrale simple disparait, et la premiere 

variation se réduit à l'intégrale double. 

Nous allons transformer celle-ci, mais dans ce but, il faut étudier 
les équations (4). ; 

. En différentiant ces équations par rapport à a^y'z' z''y"z" nous aurons: 

































































er or 0°F 
Qrem n 5 y' —— 2 ——; 
oc? usa Oy 9% + 0202 ? 
oF tk ter or qur o*p me op 
Dar wor” dy ax" " exem ? 
or B ont on! 
Irre MD Um xg decor 
o oen! OU o oF 
Andre ay Ow" À Progr ns grt 
or m or pn o*p Ty o 
ae” Qao TT Gyox " 5g OE ” 
or Che) re POMEL 
O — T. = » y" = = 2" - = 
9x0? ry 9y 9% + 020% ? 
, oF or or or 
OI y' —— g'—— —. 
re! dy" dx Joel "pu 
; 9? ni ; op ; er 
D = 7 7 1 4 e as 
92° Ta Oy 9% s 920m! 


(6) 
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or op Che 
oo a! : 1 + , = + , L 
Ou oy 9y ^ 92 OY 
or m 3° + y op Et y, op 
oy" dx oy" dy dy" " 92 dy" 
9? °F or 
Oo — Hn - y" - alt 
Ou dy t3 9y^ +2 Oz Oy 
Oo = [23 2° + Ui or + 2 or d. oF 
da oy" ay dy" 02 Oy" oy 
1 ol — m" °F [72 or + ee or 
| oy Oar Oy ay oy dz" dy’ 
op "p ON ” OS 
OT BY garg zv" 
Ou dy oy 92 Oy 
Re Onn: Lou. , oH oF 
o=%r == 1 — d = er 
Ox OY + J oy OY * 4 Oz OY oy 
9?p OP ;. 9UH 
Ou E a a DE + "aD 
ou Oy Oy 92 OY 
op op op 
= a’ = y : - ^! - 
Ow Oz RE OY oz + az?’ 
oF ORT: EORR RCE 
L—£. c4 7 7 1 7 " A 7 ” 
CA Ox Oz ats I OY Oz ue 0207 ’ 
op I on! „OF 
Oo = [77 > + y , ; d- 
Ow oz er Oz" 
9*F or or oF 
Oo pam a : = + y” = -H ty i = = -- — 3 
v oz Oy Oz 020% 02 
oF o’F oe OR) 
ae — 5 7 +4 " 7 -F TEE à 
2 Ox 92 Oy Oz 92 92 
or or or 
O = "n = = y’ = x 2" 
0x 04 d dy dz us 92?" 
hoi , oF Onn OF 
OL, - c Y EL E 2 > Er] 
Ou 92 Oy Oz Oz 92 92 
, ep , oF ,9°F 
— = 1 LU 2 
? dx dz ne dy 92 ju 2 
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Entre ces 24 équations on peut d'abord éliminer les dérivées de 7 du 
premier ordre; il reste 18 équations, qui se partagent en trois groupes 
de 6 équations entre les dérivées du second ordre. 





















































exul E ty p i i aot xs 49. eae qun oe : 
Mm ary hy x in ey HS E a x D wy à 
ome + ay tha © 8 apap Von À Mas? 
gin a + Vas 3 ux d cs us +9" arae a "ru : 
um aes à: = 4 ME IS "yd : Lo Hi eu d 
One uu ti agar t ae OmU Gar aa P am 


(7h 






























































3 OH or 
= Di dy 0x var) +2 e zn = "c dz 9y ) m 
if oF or ‚DE 
= + oz vor) + (oe oz = — cig za 
= °F op « SE oF | 
2T $a or i oy der =) a 220%" nr 02 0x) — ai 

















x 
Cd 1 or ie wt SUNG 
GET. ae) + uer (ar ta) =O 


ioa oy” oz Oy oy Oy Oz 9y 


27 27 2 2 ? 
e(rm 8m) fy (Rm BRN d E 


Ou 92 Or Oz \Oy 92 Oy 92 02 92 

















On observe, que les coefficients de ces systémes sont les mémes; seule- 
ment les dérivées sont différentes. Il suffit donc de résoudre le premier 
systéme pour que les autres s'en déduisent immédiatement. 
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Considérons ainsi les 6 premiéres équations, et éliminons entre eux 


les dérivées 











vr à 
a?’ oy?” 
On aura 
FAR] dr? 3° N} 
Ce D ty t 
(y'z" y"z) 2° + (y'z" 
9y 02 
(2x er 2x) of a ( y 
929 : 


On voit aisément que 























°F y y 
4 Ox Oy =F, a vu 
°F 2! 2 
JH 
oy oz a m 
°F DONS 
TEMG 
Oz 0x | y’ y" 
où 7 est un certain facteur commun. 
°F °F 
da oy 02 02 
LE "n " " 
sp [je ella y 
nt : c em F y 
Ox | a! x" 2! 2" 
ou 
or |Y 
C er 2! 
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E T yx’) 





Che 


2 
oz 








o’F 
oy ox 
TTL or 


V) roy 


; z 07 





ces équations sont satisfaites en posant 





En substituant les valeurs de 


dans la premiére des équations (7), nous aurons 


m 








10 
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Ayant, ainsi résolu les équations (7), nous abordons le système de trés 


importantes formules 






























































= D "n |2 2 d 
A) F se p Y y | op = E y y n 2 ^t 
dx E d uis gt 2" | ? Ou dy go gt x x" ? 
sp z' z" 2 op p z' z' a’ mq" 
—— a = — 
oy” 1 a! T" ? Oy Oz 1 g' Td y y" ? 
9°F 7 a , "42 2p yt p x! x’! y y" 
ea? ’ Aa 1 h 
: EE D os Es vy'lle =) 
SPEO md y'a SPO my Ys 
VE 3 2 zog ? ou oy 2 2 on zog" ’ 
| 2 Il» "2 277 PQ ep a’ " 
iy cae Te 2 epu 
| oy Ei 2] zr mu ? oy 02 2 a’ a’ y y" ’ 
. 
0 "42 2 , 
2p ER FE dr °F 22 p x’ x" y y" 
AL ee EN Ser) ’ "n ? oz Or T 2 D " 0 "nd? 
s: y y UC 2 à 
, "n2 2 Ü ' , 
QE FE y y or Cae pF oF wr g" 
ar on HE 7 : 3 à dr re) / z 3 2 11 ' n? 
ox Qa 2.2 er Oy y 0x En x x 
= a! tt |i 5 = ’ , , 
Oe e PH NE °F T5 op ap a || 8.8 
dyoy” au)? oy de. OR Alan y y" 
5 q' a’ 12 2 2 | , 11 , 11 
9i F pide, | ar 4 or p oF | xv y Y 
| 0207 3 y gr [152 92 0x A NE 3 mn y" zo oz : 
F, et F, sont d'autres facteurs communs. 
teprenons .maintenant notre intégrale double (5) et étudions l'ex- 
pression 


oF 9 for 9 (oF 
9x ou (5: 9v e a 
De la premiere des &quations (4) nous tirons, en differentiant par rapport à z, 


oF ; Jap °F °F 
T yu p 
" OY 0x 92 Ou 
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-1 


or 


ensuite on a, en éffectuant les differentiations, 


Cn! N, 
= —— £ 
Ox 0% a5 





9 =) 
ou oz 


°F 9 


or 
9x 01 





or ox 
ox "du 


or oy 
0x Oy Ou 


SFO 
92.92” 





Ver RE 


OF 0%: oF oy OF oz 


+ 





9202 Ou 


9 2m 


E 


4d- 


or 


Ox 0% du dx Oy Ou 0€ 07 au ” 


or Quin e or 





11 
27 + 








+ 


^ x 0x 


2 = 
dv 6 


oF 


0x 01 


Oz FE ox" 


1 1 = < : 
y a Ou OZ ox 0% Qv 


or oy °F oz' 


+ 





i: 0x 02 Qv 


Suivant les définitions des 


FP 45 st pl! „ 
T,95,2,75,9 5,2 


on a évidemment 


ox" dw 
au. ov? 


Ainsi , 


+ 


9x2"? Ov A3 0x dy Ov dx 02 Qv - 


quantités 


#17 


dy yl 
Qu - dv? 





9 for 








or 


or oR \ 4 
+7 = 
Ow 92 


—y( —— 
J Vor Oy Oy Ou 








oF 0x or oy 


OF 9 2) 
9x ou Cz 





oF oz 


dv te) | 


or 
ox 0x 


ep 
Ou Oy 


°F 
ir 


- O2 0x 


"n 











ay 


OF ow" ar oy oF oz 


a 





+ - + 


du? du ' dx dy du 


°F 98 o?p 
d. 2 


0x 0z Ou 


dx"? dv 0x Qy Ov Oc Oz Ov 


oy vr oz 





| Or 0a" Ov ae = 


or ) or ) > 
9x dy / Ov a (255 T 0x 02 0v - 


Maintenant nous employons les formules (8) et substituons les valeurs 


à 


en OË RH 
er?" Ow oy 


de 
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oF 9 (=) ° (=) 
2x ou Nox av Nox" 


,/ 9*F or (vr oF NC OC ONE 
te) + wat! wat P oru 


On aura donc, 






























































ax dy dy da Qr 02 920% 0x Oa 02 Oy 9x dz 
y y" || rl ly y px. ecce naeh 
xls 2 2" | 1 z a 2u a’ x" ou y y" Du 
4 p y y" oz" ES 1 oy / , 1 oz! 
2 z z" Qv x’ 11 Qv a ’ y" Qv 
Re Ad ea cms ce. | 
3 2 zi Qv , Hn Qv , y" Qv s 





On peut montrer que la premiere partie de. cette expression est aussi 
divisible par 








En ce but, nous différentions les équations (4) par rapport à c, y , 2. 
Nous aurons donc 





























. 277 2 2 2 2 2 
ay OE | Out en 
9% Ox Ow OY 9x 92 Ow 9% 9x Oy 9x 92 9% 
SEN eh io N 7 op ,9F run oF Jpn or om oy 
y dx Oy J ya oz oy ? C 90x01 y oy oy dz dy ” 

! yoy y y UNE ol 
oF 3 EA er or ne °F DE or 7070 2d dn or 
92 00% Y ayez 0207 ’ aude ' Ÿ aye 2202 ? 

(9) 
oF Ol er °F nm or S , °F + y °F CE 
or Dv d eMe We dy Oa 04 0x ? ovem I Oy Ox 04 0x 
QUESO ar Nd sig) 2 es oF er °F un or 
dy  Ox'0y 0y 0y ' ^ dz dy’ yen moy J oy'oy 02"0y ” 
oF or or op or or or 
— = 4" — y" — z"— o — z'——-Lyl-— BELLE 
92 x 0z ur dy dz m 02 04 ? dx" Oz ty dy dz as 02°02 
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Entre les 6 premieres équations nous éliminons 


oF or vr 
oxox ’ dy dy ’ 90292 





en multipliant la première par x” et en retranchant la seconde multipliée 
par x’; ensuite, la troisième par y" et la quatrième par y'; et enfin, la 
cinquième par 2” et la sixième par z'. Ainsi 

















n nul pu Eg Hu BIER, or 

22 y icem ud diet dlc 
OF 11,1 p rr oF na PET ep 
em oc (z^ : jus ty zy ee 


et en ajoutant ces équations 




















í9F 719 „9 
(10) Fr [zx Ty a7 er =| 
"y! ow dE Fr‘ zu f OF oF | 
pics impu IN rc ir en 
nf or oF 
He D Ve et 


' On aura aussi de la 7'"*, g*»* et 11°™° des équations (9) 


„or ,9F „or 
(11) z UAM, avec = 














FORCE jm o zu oF s P A gus 
= RE sx trn TAN ETC CURE | 








oy oY 9y ez Oy 9x 
oF ia , OF 
CA d E TERES 1 - 
En (Es 92°02 ui 02 ox ry 02 H 
et ainsl de la et 105m et 1 zieme 
o = x| x” SEE o o°F pz dE 
(12) = 7|: Ee y 32 Oy 2 ass] 
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Considérons enfin les expressions 

















Monk, or oF °F "OF OF °F 
RE) + (EE) + eet wt u^ 
ex OY OY ex ox 92 Ou OY Ou 92 


Ox Oz oz Ox 
| (OF °F "m °F L y op ai or ias og E B 
“\ay'az dz dy) i (Grae . ox dy y dy oy .  .^ dy" s ECT 






































( 9*F zu QE NCIS HOD LULA a 
a’ ee - 1 , - € : 2" - x" - 1 " : == Qu 
(3 ox Ox 02 , ry i Oy oy = = 92 92 3 02 9% ry 92 OY 


En multipliant la premiere par z', la seconde par y et la troisième par 
z', nous aurons en les ajoutant et en tenant compte a l'équation (12). 


Av’ + By + Cz =o 
et d'une manière analogue en vertu des équations (10) et (11) 
Az’ + By + Cz't = 0 


d’où suit immédiatement 
























































, y y" 2 2" | : x’ x" | 
A == G, ' "d? B = G, , 153p. C XE G, D " 
Z 2 zx y oy 
et par conséquent 
oF 9 (= 9 (er 
I a mU 
( 3) 9x ou NOx Ov \0æ 
y y" | y y" 2x ciue 2 a! x" Bs 
1 : 1 x À D H 2 
= — qe +F —_ oe $ 
z' 2" 1 1 z 7 Qu x! x" Qu y y" Qu 
: y y' ox 2 2" | py" a X" | og" 
x3 F, D ml AT 0 " 2v 0 " ov 
e gl | Ov vU X v y y" | ev 
yy | 9x a 2" y | m ee | 95. | 
3 27, , " an 0 " RET T , " 2n» 
2 2 on T 2 ov | y Y ov | 
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D’après le même procédé, formons les expressions 


oF 9 (=) 9 (=) 
Ou. du \oy av Voy /. 


oF 9 (= 9 ee 
oz ou \dz ov eal 
Alors nous trouverons que la quantité entre les |} reste la méme, ce 


qui était a attendre, parce que cette quantité est invariable par la sub- 
stitution circulaire 





(2, y , 2). 
C'est seulement le premier facteur qui est changé en 


a’ x"! 
y y" 


et 


2 
, x" 














Nous introduisons maintenant la notation 


























4 , | , Hn ; | zu 11 2 
Y | Y y y : ox i4 4 Oy Jd 92 
(14) G— —4G, 4 F, rer ute 
A | zZ 2 uU IE ou Y y ou 
" "| " gli t " , n 
y y | 2’ 2" | ay x" | oz 
+ F, IS E e Li 
| 2! rd a’ m ov y zu Qv 
| ! , , ! *^ | ^ | , 7 à 
|y' V" | ae 2 2 | oy LT | oz | 
+2F, Wi " a ? EEG asd 
|2 2 ? QT CU "y y 























e ues mul 
: Oy ou \9y ov oy) U gan = 
oF ° I 2 (£) e: T' zy. 
92 ou \9z', av \9z' y oy" x 
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En substituant ces expressions dans la formule (5) celle-ci devient 
, " u " 


Ye a 2 x’ x 
arc G NS + A En le oe e dudo: 
5 2 2 cc yy 


Telle est la forme définitive, que nous pouvons donner à la premiére 
variation. 





Parmi toutes les variations, que la surface peut subir, ils s'en trou- 
vent certainement de la forme 


E= KE, NZ kn» = ke 


où &,%,,¢ sont des fonctions arbitraires et k un constant également 
arbitraire. Dans ce cas, la variation totale A7 de l'intégrale (1) prend 
la forme 


y oy g 2 zx c 
(16) AI-— i [fe 1% b & + Lee NOU os ce & |dudv 
5 & a | u u ü 





+ HS) ARS 


Nous pouvons toujours choisir k si petite afin que le signe du second 
membre ne dépende que du signe du premier terme et du signe du #; 
or si AJ conserve toujours le méme signe indépendant de £, il faut que 
l'intégrale double soit nulle 


fall 


ou en introduisant une notation, qui sera conservée 


m , " 
£ 2 x x | 
iz ¢, [dudv = o 





2 
x’ T y y" | 


|y' y 
WwW = 














(17) f e wdu do = o 


Considérons maintenant une intégrale double 


[eu »v)P(u, v)dudv 
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étendue sur tous les points dans l'intérieur de la courbe fermée 


f(u sym. 


Il n'est pas nécessaire que la limite soit une seule courbe; elle peut aussi 
être composée de plusieurs parties. Supposons que c et d soient des 
fonctions continues et cherchons les conditions nécessaires, pour que l'inté- 
grale (17) soit nulle, si du ,v) est complétement arbitraire. 

Il est evident que l'on doit avoir 


e(w,v)-—^o 


pour tous les points dans l'intérieur de la courbe 


car dans l'autre cas, nous pourrions choisir le signe de ¢(u, v) égal au 
-signe de ou, v), de sorte que l'intégrale devienne une somme des quan- 
tités positives, qui ne soit pas nulle. Il est facile de voir, que cette 
condition existe encore, si la fonction d(w, v) s'annule aux limites. En 
effet posons 


= flu, po) 
g,(u, v) = fu, v) eu, v). 


Alors l'intégrale devient 


Î g(u,v)di(u, v) = o, 
d'où nous trouvons 
e, à = o 
pour tous les points intérieurs. Mais de cette équation et de l'équation 
e, (w , v) = fu, v)g(u , v) 
il s'en suit que 
Qu.) = 0; 


et parce que ¢(w,v) est supposée continue, que l'équation subsiste même 
aux limites. 


Acta mathematica. 16. Imprimé le 23 janvier 1892. 11 


82 Gustaf Kobb. 
Nous appliquons ces considérations à l'intégrale 
(17) JJ Geo du do == 


Ici w est la fonction arbitraire, parce que elle renferme les variations 
ea! contraire est indépendante des variations. Apres le 
théoréme récemment démontré nous trouverons 


(18) G —0 
pour tous les points situés dans l'intérieur et sur la courbe 


f (us vy 


qui forme les limites de l'intégrale. 
La condition 
=O 


nous donne une équation aux dérivées partielles du second ordre, dé- 
terminant les surfaces, qui peuvent rendre l'intégrale double (1) un ma- 
ximum ou un minimum. 

Il nous reste à étudier les solutions de cette équation, et à voir 
si elles donnent un signe invariable à la variation totale 


AT, 


mais avant de faire ces recherches nous devons nous rendre compte des 
restrictions, que nous avons faites pour transformer l'intégrale 91. 
Nous avons employé dans ce but l'identité 


le) = a em 


9% ox Qu 9% 


que nous avons integree pour parvenir à la forme (5). Mais, même pour 
des variations continues, nous sommes obligés de supposer que les variables 
* 


C,9,2,9',], 2,9, ,2 


sont continues. Supposons également que z, y, z soient continues, mais que 


, , , t " 77} 


x,y’, 2,a",y", 2 cessent de l'étre et, par conséquent, qu'il existe des 
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lignes de discontinuité sur la surface. Soit AB une 

telle ligne et tracons autour de AB un certain con- B 
tour fermé CD sur la surface de facon que dans l'in- D 

térieur de ce contour il n'existe pas d'autre ligne de 

discontinuité. Maintenant nous pouvons faire varier C 

la surface de manière que la partie au dehors de CD x 

ne soit pas changée. Ensuite nous partageons l'inté- 

grale (1) en deux parties; dans l'une l'intégration est étendue sur la partie 
ABD de la surface, dans l'autre sur la partie ABC. Dans chaque partie 
la surface est réguliére et nous pouvons, par conséquent, effectuer la 
transformation de use): a la forme (5). Ainsi: 


al = ff Gwdudv tj G wdudv + [4 — f, 








ABD ABDA  ACBA 
oF oF Z =| [2 oF | 
E E = - & = rh = = 7 = du. 
= [ez E = a * ox ler zi E 


Mais il est évident, que l'on doit avoir 
(Eo 
pour toute partie réguliére de la surface. 
Ensuite, les variations 5,5, s'annulent au contour CD. Alors 
oI se réduit a 


al = rose [ue H), 


BA 


+ — - 
si nous désignons par H et H les valeurs de H aux deux côtés de la 


ligne de discontinuité. 
a= | (.- 

p n 
Een 
+|(@), 


ds étant l'élément de l'arc. 








dv oF OF | ) du 
je p) == ^ ds |? 
dv oF OF \ à dui | : 
à ds — (G), los )) ds | eds, 
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Par les mémes considérations qu'au paravant nous trouverons, pour que 
gr 


que suivant la ligne de discontinuité 


[Rc 8) cid 
IE MEE UE 
(2) -@) 18 -[G.).— 


ou en d'autres mots, que les quantités 











oFdv oF du oF dv oF du oFdv oF du 
(19) ov ds 0x ds ’ dy ds ody ds ’ ads 2° ds 








doivent rester toujours continues suivant chaque courbe tracée sur la 
surface, pour que l'intégrale (1) puisse être un maximum ou un mi- 
nimum. 

= Nous avons trouvé comme condition nécessaire à l'existence d'un 
maximum ou d'un minimum, que la surface ou au moins chaque partie 
réguliére de la surface, doit satisfaire à l'équation aux dérivées partielles 


G = 0. 


fl faut, maintenant, étudier les solutions de cette équation et distinguer 
celles, qui pour toute variation possible donnent à A/ un signe inväriable. 


oo 
© 
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II Partie. 
Sur l'équation G — o. 


Etant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre 





«Eris der 980 958 da 02 0% 
(2 WA ag 34? dat? axoy”’ 3) 
on peut se demander s'il peut se présenter qu’une intégrale de cette 
équation soit déterminée seulement par la condition de passer par un 
certain contour fermé de l'espace. L’equation de LaPLACE 

uo eu 


an? "ay? 


en donne l'exemple, mais est elle la seule? M. Picarp* a résolu cette 
question pour les équations linéaires, et il a donné des criteriums avec 
lesquels on peut, d’avance, sans avoir intégré l'équation proposée, juger 
sil existe ou non une seule intégrale passant par le contour. 

En nous appuyant sur les résultats de M. Picarp nous allons étudier 
la méme question pour les équations non linéaires, Nous nous bornerons, 
pourtant, aux équations qui sont linéaires par rapport aux dérivées du 
second ordre. Soit 


(1) D(x) = À 








07a 07x 072 / or Ox’ 
2 j i ee as 
au? 2B C us Blu, Ces ou ? aud 


"^ Quov ov? 


, . , . . 2 
l'équation proposée. A,B et C sont aussi des fonctions de u,v, x 


or On 
SOLL 
ou’ ov 


deux intégrales de cette équation qui passent par le contour donné, on 
a, évidemment, 


(2) AD — Ow + €) — (x) — o. 





"Journal de Math. 4 série, tome 6, pag. 145. Sur la théorie des équations 
aux dérivées partielles et la méthode des approximations successives. 
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Considérons l'intégrale double 


(3) [f 5t + à — D(x)]du do. 


L'intégration est étendue sur tous les points dans l'intérieur de la courbe 


fermée 
flu, 2) = o, 


qui est la projection dans le plan (w, v) du contour donné. En vertu 
de (2) l'intégrale double (3) est nulle. On voit ensuite, immédiatement, 
que € sannulle sur la courbe 


f(t ; v) — o: 


Développons, maintenant, la différence (2) suivant la formule de TayLor. 
On aura, en s’arretant aux termes du second ordre 





(4) O(a + &) — O(a) 
425 9° cs oda 200€ = H 
er 1s dv” ab dx Ou dE ox'9v | ox sk Al 


dudv 


ou H, renferme les termes du second ordre. Comme ® est linéaire par 
rapport aux dérivées du second ordre, il n’y a pas de termes de la forme 


Che 2 VE 2 9°£ 2 
(=) 2 (73) ? (=) : 


EH, Em DUAL. 


Alors, on peut écrire 


a 26 : 
— .— et les Aj, sont des fonctions 
ou Ov : 
linéaires de £ et de ses dérivées du premier et du second ordre. 

Nous substituons la valeur donnée par (4) de la différence (2) dans 


l'intégrale (3) et intégrons par partie les termes 


où 7, et 7, sont les trois quantités €, 


k 


oe 22 24 





LIT 
ou” 


en observant que £ s'annulle aux limites. Par cette intégration par 
partie les termes sous les signes sommes, qui proviennent des termes du 
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premier ordre de la différence (4) deviennent aussi une forme quadra- 
tique dés variables 7,, 7, - 


Hio dise; t. 


mais, où les A,, sont indépendantes de £ et de ses dérivées. L'intégrale 
double (3) prend ainsi la forme 


(5) N > [A,, + 4,]% z, |du dv = & 


Supposons que 
& = «(wv , v) 


soit une intégrale de l'équation (1). Substituons cette valeur dans les 
coefficients A,, et A},. Alors, si la forme quadratique 


H= LAL TT 


dans la région considérée du plan est une forme définie, on peut toujours 
Le 


fixer des limites supérieures de £ et de ses dérivées du premier est du 
second ordre, de facon que la forme quadratique 


2 CA = Ai] Ta Ty 


sera aussi une forme définie, Mais, si la forme sous les signes sommes 
est définie, l'équation (5) est impossible, sauf pour 
gines 396 


= —" —10 


DE. E70 ON OU eee 
au ov 


Cela veut dire, que l’on peut entourer le contour donné d’une aire telle 
que dans cette aire il n'existe pas d'autres intégrales de l'équation (1), 
qui passent par le contour donné, et qui différent trés peu de l'intégrale 
déjà trouvée. Ainsi pour démontrer l'existence d'une telle aire, il suffit 
d'établir, que la forme quadratique 


H HT. 2A, 0 Tu 
qui provient des termes du premier ordre de la difference 
AD — O(a + € — O(a) 


soit une forme définie. 
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Ces résultats peuvent, facilement, être étendus à une équation du 
second ordre avec un nombre quelconque de variables dépendantes et 
indépendantes, ainsi qu'à un systeme d'équations. Supposons, par exemple, 
qu'il s'agisse du système: 


9 (t, y, 2) = 0; D,(&, y, 2) — o, D(x,y,2) — o. 
Alors, on considere l'intégrale double 
[15^ 0, + 749, + £A 0, ddr = o. 


Il y a, pourtant, une simplification importante, qu'on doit observer. 
Nous avons supposé l'existence d'un certain systéme d'intégrales 


2 Eu 0), YU; 0); 2=2z(u,®) 
et nous voulons savoir s'il existe un autre 


DEEE UTP 


qui passe par le méme contour. Mais alors, il n'est pas nécessaire que 
les trois fonctions €, 7 et C soient indépendantes. En effet, cela revient, 
au fond, à la question de faire correspondre à une surface primitive 
une autre, qui en est infiniment voisine. Cela peut se faire d'une in- 
finité de manières, mais, si la surface primitive est régulaire il suffit, 
évidemment, de poser 


Ela 7 = bi, e= cl 


où a,b,c, sont des cosinus directeurs de la normale de la surface pri- 
mitive au point (r,5,2). Alors, la quantité sous les signes sommes 
devient une forme quadratique de / et de ses première$ dérivées, sur 
laquelle nous pouvons employer notre méthode précédente. 

Nous allons employer ces principes sur notre équation 


mais, il vaut mieux considérer le système équivalent I (15) 
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, °F 9 (=) El (=) 
PB, — a ; — = == O, 
Ou Ou Nox Qv Nox 


p zd or 9 (=) ee (=) 2d 











oy — 2u oy 9v \oy" 
oF 9 /0F\ 0 /oF 

NT, =—— ( ) — Sec 
9% Ou \9z ov \9z 


Notre integrale double sera alors 
a 


har, + AT, + SAT, |dudv 


ou, en nous bornant aux termes linéaires, 
(6) Neon, + 70T, + GI, dud. 


En vertu de la forme spéciale des coefficients des dérivées du second 
ordre on peut aussi intégrer par partie les termes de H,, qui contiennent 
les secondes dérivées de 5,7 et £. Les fonctions A}, ne contiennent pas 
done ces dérivées et, par conséquent, il suffit de fixer des limites supé- 
rieures de &,n,£ et de leurs premières dérivées seulement. 
Pour montrer cela il suffit de considérer les termes de la forme 
97 9'$  959'6 
9u2u* ? 9vov*? 





car les autres termes sont immédiatement intégrables. On a 


oF ou or 0°y 











Pers nn 
5 9r 79u^ de dy du’ 
et, par conséquent 
; oF 9m0°£ oF 989% 
sen el in. 
OY ov Du du“ 9v “Oy Ou ou 
ou 
oF 9 (dn 9€ 
A am (Ges) mee E 
9y du “Ou \9u du 


De la même manière on peut traiter tous les termes de cette forme. 
On voit done qu'ils sont intégrables. 
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Il sagit ensuite de former l'expression 
EÔT, + xol, + DT, 


Dans ce but partons des formules données I (15) 
xb oy oF 9 (oF o (oF 
Mer b) clu] e 


yg g'|. ox uN/ ov Nr 


que, © ‘9 
A 
gv’ x” oy ou oy ov Oy 











| « OF Gap Ss 9 GE 
| y y" CH ou 02 9v \92 Wis = 
On aura 
y y" y y" 
SG LS px 
, " ' n 1 
2g 4 2 
’ 7 D " 
& 4 zZ 2 
| , "n 0G jt 0 D ” G I dr’, 
| & cx cox 
c x” N - cz ox" : 
, 11 0G n» i L " G rus ol, 
y 9y y y 














En multipliant la première équation par 6, la seconde par 7, la troisième 
par ¢ et en les ajoutant on trouvera, parce que 











Ge 

| y' y" | | 2! zu a’ a” | 
EE ail diet AE og. — cal, + «er, + on, 

LITE LA | T z y y | 





ou en employant la notation déjà introduite 


wàG = dl, + 70T, + Gf ,. 
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Calculons en l'expression 

















TUM 
EV Me CPR) TOR DEN PRES) on ,0€ 
EI" 122 ae 12°S 1 £ 7 1 
fol. = — £ : 
wol ox > + En +o Bu ne Su ag decia oz ou 
nee Leo cL EL gem a p 
or ‘Ov oy 92 ox, > Ou? oy, Ou? 92 S Qu: 
+ ELLES EE pom zt 9" BUR amc 
day, 9v ayı oz] * Su audv ' ayı ee 02,  dudv 
ou on a 
; ox "^ Ox 
Ti Pr, So 
CET or Om 
M sued ot ou 
etcet. 
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Le calcul des coefficients de cette expression se fait facilement; seule- 
ment il faut observer que 


mais que 


°F 
0x Oa 





0 ro /oF 9 /o°F 
Lo sl 


è po (2) ker in 9 (ae) 
oy ® 9x IE ou Nox oy 


etcet. 














92 Gustaf Kobb. 


oF 9 [20 ae CHAT 
DM E: du \9x 0x 9v Vox Ox IE 


oy o (o’F o / oF oF 0 (9’F 0 / oF 
GE E ou id 827 (2757) |e a ax 7 ou (Se) an (u) [ee 


s [= E (=) pu = (25 ox. )] = Te, = (=) we (= 5) ES 


On trouvera ainsi 


€or’. 

















LM 





























d o op 9 ( er); 2 (2 =) cop 
9020y . Ov9y du \dwoy 92^ Oy ] ou 
0 / oF oc 

sis 0202 0402 Ou (ex )— He oz le 
op 9 / oF or 9 
Hue E 
cum Ou Oy Ow Nov OY 02 0y Ov 

or or o [or 9% 
Her = Le 
voz 0% 92 ou Nox 92 (= ‘Oz v 


Oil Os oF ,0°7 or 200. HW locoupoUPtiLo JR BEER SRM 


de?” 9u! 920 ‘ou dade du? or "0v! ox Oy "av: 9707 ^ ui 


a 9° -( °P. x: 2) Che) - (2x er t u)t DER 


— 2 
Ou 0x Ouov oy Ox Ou OY 9udv Ou 92 auov 


























Multiplions les deux membres par dudv et intégrons par partie les termes 
qui contiennent les dérivées du second ordre. On a, parce que, 5,» et 
4 gannulent aux limites [ 


or (f vr B °F 
— ff Ze ori? s dudo il $i) E Qu E es € 


293m 97 | or 260 9 / OF \ 0 
„cm ; 93.07) een 
^ dudv = + — à — | E | du dv 
HE * ou Lo dy" Du ou ' du \da dy ou 2 


dudv, 























d^ oma ugs oF 9E9E ap ot 
— | ——, § ——. dudv = ee ; | 4«dv, 
JM Ou Ow 3. ov Ow Ow pil on di du Nox sare 
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°F >: 9€ 
—— did = 
PT dee dv ou 





- [s 





o*p 
A E du do = 
dy ox m n uv vue or 
o { oF or \ 
+ ou ens is ou Oy )5 
etcet. 
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9 CES HA 
pi 2v (= CA 3I > =| du d», 
oF o£ 97, 
an) au dv 
7 (dudo 


En traitant de la méme maniére les deux autres expressions 


(°F 


0 ized 





oY 


res 
i) 25 loy : 


MT 


al 


et en les ajoutant à la premiere, nous aurons enfin 


(7) 


2 cp 2. 





[fw 6Gdudv 


or 





=I) le 





or 9 = 
oz ste) 9v (zs) [* + = 


o°F 


9 a) 9 
92 2v 


2) 


Ip) 








-2 (25) 1e ) 2 
ou \dy oy 9v \dy oy IL 


+ PF 9 eut 9 (>) 1 
92° ou \dz dz 9v No2/92) |^ 



































or 9 en 9 / oF s 
oa = & 
929y ou Nox Sus s 0x) — 9v Nor Oy oy Ve “Ox 
oH 9 277 
are on zu) f 
" 9292 ou Nox dz URS x & FE oz dx, 
or a {°F 9 or 
cubre y 
y92 ou Oy dz 92 OY 9v + "ez dus oy 
op oF 9 9 op or 9 
+ | DT qub ° (= ) ET + (zz 7; 
Oy ox Ou Oy 9v Voz oy ou da Oy ay om m oy” = = 
er or 0 / °F „on 9 / 0°F ) o8 
y E 9r oy BET = ale ov i [44 ox Oy == “Oa == ou (ya, h dv 
zi | oF d op lr (22 bays Ve er oF 0 / OF \7 ,2€ 
92 0x 9x dz 9v Voz oz au E mos 7 aH (ras )] ^2u 
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94 
or o°F 3 N or a / °F 3é 
T bos aa 5s "2 NE t [zs B oa à E 
or oF a /oFr ac op oF E ec) e C 
Tr Jis En i 
02 OY Oy 92 ay Oz ou OY oz Oz oY 9v \9z oy ou 








oF o’F o / oF or 9 / oF 3 
+ [2 +A (Se) bet a tas) le 
z ey Oy oz Ou \oy 92 75v - "oz — 3s Oy du \dz oy av 





oF of dy , , oF oF at $25 (27) + 2 9'F où 











o*F (o£ 
zb EIL (S Js 4+ 2——-—. 4 2 5 —— 
9x * \ou, 90r9y QuOu ou 902 OUdU oy” Nau oy 0z ouou 
oF (aC\? , oF foE\°? oF £9» oF 980€ 97 
= - — E Uu 
u oz? (=) ur x? (=) t. 9r oy Ov ov M 0x 02 OvOv un) 















oF 07 , oF 9'F 06 0€ or 9'F \/0Ë 0m , 9& dy) 
+2 AR LEE PEE (OE | OF YEO On 
9y 02 Ov dv ov ox 0% Ou Ov Oy du ox Oy / Now ov Ov ou 








a ( er 4 or (= ec ==) Eee 0°F 959» 
02 0x7 | Ow Oz J \ouov  ovou, ay dy" Ou dv 


/ oF 9'F \ (nal , anf oF at af 
3 = : 
a5 (array * = (2 or ja dv x) Te 92 92" ou av du dv 


Transformons cette integrale: En premier lieu on a, evidemment, les iden- 











tités suivantes 








o {/ °F Qui NS ONE OO oF \ 9 
GE + ae) un (Seay + auc) à (60 Qua 


av Vor ay | Oy Oc Où Voz oy — 9y da 
i YT Aro aun ®F\9 0 oer op 
O —- == == == Ef) — — a 
‘ff ls = CH per Ox Jae) ou s ez Tag an) ac € 5) 


GE JR VC TRE a /9F °F 
NE dy oz 2 a. ou (98) — ou o ET )s (n) ane . 


En ajoutant ces identités à notre intégrale (7), les termes renfermant les 
produits des variations avec leurs dérivées prennent une forme plus sym- 





du dv, 




















KW | = 


métrique, savoir 


© 
or 
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op or I9 ( op °F ) 97 
Es 9x Oy 29v \9æ day dy da | ou 





S 
2 


po or 1 9 ( °F or jl 98 
ee 0x oy 29v Nox oy’ ee) | 








or op er 19 ( or ar) e 
ee du dy 20u \de"dy dy da | 9v 








or or I 9 ( or vr 9s 
Be ox Oy 29u Nom day dy da | 9v 


etcet. 


Il faut, maintenant, caleuler les expressions 








19 ( op or ) I. 9 ( op op 


- — = — (> — Lr tcet. 
29v Vox 0y dy ox 2 Ou Nox oy oy =). ELS 


et, dans ce but, nous partons des quatre équations suivantes, qui se 
trouvent parmi les équations I (6) 



































on a x" or He o fe ER 
CON ae oz 0m ? 
SRE EN 2 op hu o? p n or 
ae” anon’! Ÿ gy or 92'098 ? 
— oF — m" or + 1 11 or + 2" or 
CHE ACTA J dy da" 020%"? 
Apc qu ur son 
9x 9202 I ayan’ 020% 


Multiplions la première par + 2’, la seconde par — 2”, la troisième — 2’, 
la quatrième par + z" et ajoutons. Nous trouverons donc 














op oF er o?p 
2 z' : 2" ps — 1 AR — 1 ole oe 1 pote ES 1 Mot = 
( On dh Ox ) (y y 13; Ou ar (y y jee oy 
ou en introduisant les notations 
y'z" jrs y"z Le n» za" 24 2x = P. gy" > aly’ == ^ 
I vr er oF „or 
(8) sal EST SS )=+# +: ER 
2 \du dy ?y Ou 9x 9x 


96 Gustaf Kobb. 

En differentiant (8) par rapport à v 
o0 qd °F ) , 9 (oF oc x) OF oz 
2*5y a By" de , mr (22) Le 9v (= dr dx Qv 


a or oz sae ( or or ) 
du’ Ov 20v\0x dy dy da 











or les valeurs de x,y et z 


EU RE 
ox du \0x dv \da 2 


satisfont à l'équation 


par conséquent 














ainsi 
1255915 DE or ,9F ? /oF 77319 OF dz 
a ( = : ee | |) — 27S (= ry + ee + 
2 Ov \ 0 oy OY ox 9% Ov Ox ou Ox Qv 
= 10a / °F er ) 
2 Ov \da' oy’ 0y ox s 


Parmi les formules I (6) et I (9) on trouve les suivantes 















































oF zb. eat LE CEN 
ars. Ir * 50x 
É y 0% 929% 
oy Cal or 
Oo — d- ad . -— 2" = 
- "ez dx Oy ov 99x 
op ES. CO" 2:19 T 
IP qx 3 +b y —:- — 2 EIE 
Ow Ou 9% Oy 9% 92 9% 
(9) | 
oF , or -, oF ; 94m 
SS Was YS SS Ag 
9x or Ox “ Oy 9% 92 9% 
or °F or 
p c — y' —— g—— 
Qm + d; 920% ? 
or or our 
Oo — a LL = ay” - - all - + 
, ai ty dy dx m uu 
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On a ensuite 





On" — 0m oy — y az — 9 
au m’ ou m’ ou m 


“per : y oF x 
En différentiant directement a, Par rapport à w et v, on a en vertu des 


relations (9) 













































































€ ( oF or ) 
POA ep or uh NUS 
2 Ov \du dy Oy dx 
lm GA QOL , oF ES QE. oy OH on" 
= dattes ty te 
_ Ov Ox Oy Ox 929m . 020% 9y Ow RE 
"pice NE ; = °F 0% 9°F oy °F oz 
u nn 
E Ow Ox oy * Ox 92 Ov “Ou 0x dy Ov 9292 Qv 
°F 0x or oy or 027 oz p ,o?F ,9F OS 
4 + 4 SS ty St 
Da dx" Qv Ox dy Ov 9292 Qv 9v Ox 9x 01 0x 92 
2 42 2 2 10 2 4 2 "i 
dm oF x + E y + oF E. LE CP UE oem LEE TII 
Ox dar 0% 01° 9292 or *Ou de Oy du dx 92 Ou 
9'F 0x Fr jy" or 92" oz p ,9?P NOU oF 
+ - - x = - y + : : + 0 = + y" - + Pu : 
Ov dx Qu ou dy Ou 929 Ou. ou v 0x Oy Ox 92° 
oz p , or PROS zu Ola.» eo er EZ 
+ | a oy" — et Mais 
Ov | Ox 0x OY dw 02 0% A Ov | 982 0x ar Qu Oz 0x 
10a / or or ) 
29v Voz'Oy dy 0x 
or er oF / ,0x° oz oz Qr 
= gj| -—— = BIET (2 - + x" ER”, Que ) 
Oy Ow Ou OY Qc ou ou ou ou 
er / ,oy 1, 92 , 94 „oy 
— (2 = +4 —— gm —— 
PE 0x OY (2 ou 08] ou "o Ou ou | 
CONTE „92 ‚92 1 Oa 
— + x" — y — Ll 
u Ox Om ( ov sm ov Mm Ov | 
op oy" , Oz ‚92 „oy 19a / oF °F \ 
2 sur Lye): as) 
Oy 0x ov Ov on ov 29v \du dy dy 0x 
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ou'en tenant compte des valeurs de a et f 


ie ( or °F 
2 Ov Nor Oy  0oy 0x 


2 | o’F EE o*F og oF du 0°F of :G or UE 
A: 











u- 


Ou oy - Oy' or 








Mayor  exoy ox ‘ou dx dy du | Ox Ox dv 


mais suivant I (8) 











or or 
a J£: a, 7 7, = Ta 
0x * 1 du Oy af 
o? p °F op 
c Ha — = 21a 
dx" da 37 x dy zii dy dx ‚ap 


et par consequent 


a) + hif) FO e). 


29v Nor Oy Oy Ox 9y Ow Ox OY 








De la même manière, on trouvera 


(19 ( cu ci) = rece + hn t) 






































2 du ox Oy Oy Ox OY Ow 92 OY 9v Ov 
du 9/3) 
+ (a), 
10 / oF o’F or oF oy 9a 
Be ee 
229v = Oz Oz Ox ) 92 Oa 9x 92 nes Lu ou 
Ou. 
Here s) 
5 Ov ET : 
Ico QR NON ) -— | or es] t (rs: du zu 
Y } 20u\0x oz - Oz da ) Oz Ox 0x Oz 9v/ 
(10) \ = : ; 
na 
T Tu au)” 
(OR m ee ee 
29v \dy 9 Oz OY / dz Oy dy 02 au ou 
oy __ 0g 
F( ER 
uec vn av)? 
pata 27 2 am - 
(3 (ae oe ae ee cols ler 
2 Ou \dy"dz Oz Oy dz dy = dy Oz 2A! Qv 9v 
1 (98 or 
E oP gat \ 
Just To P, 
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Nous introduisons maintenant ces valence dans ES coefficients de notre 
intégrale (7) en employant les abréviations 


s du M 0a P= og pe og 
a ee 25 = 2 detect. 
ou av’ / ou? 4 av i 
0S ep "OS pa Oy, u _ 07 Ed 
SU TM S ERO Jess ou? 1 dv Ss: 


Les termes contenant les dérivées des variations peuvent étre écrits de la 
manière suivante, si nous nous servons des formules I (8) 


U = — [Fia — Ba) RE, (GP — pa) ley 
EG Pa) pap" — Ba ye 
— [F,(ag" — Ba") + F, (ap ] 
+ [Fp — fa^) + F.(af — Ba')]x£" 
u ler cm) EE ap qu) 
TES — re) + FU) 
dart Geh CE Cie 
+ ler! — pat) Fier. — ree 
— Hr — 78) + Fler FP Ve 
TER FEN e 
AGE) 45 UT ak 
+ Sr — qf) BOE ie 
FQ + e d + 24/67 + 2ar + 2677") 
+ Fa? + Bh + pP 208 7 poat C" + 28e") 
+ 2F,(a& E" + Bn" + TC" + aB(En” + Er) + ar(Es" + EC) 
tg. 
On voit immédiatement, que les trois derniers termes sont 
| F(a + By + 70’)? + Fat" + By” + yy 
+ 2F(af + By’ + 12 ae” + By” + 757). 
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Nous allons ensuite former l'expression 


Wa FS) + F, (5) + AE dw mos 


ov 3 Qu dv 
où w à la méme signification qu'auparavant savoir 


w= a£ + PH 76 


alors 
ou LU , ft P" M » 
een 
ow sory " 77 "n gre ” 
s cu EE EIC d a mE 


et ensuite 


7 (ow à 1 er Qu! TN ? EI ' a Die i’ d'a 

FG == Fee + By +76) «Baer pn areas uta) 
ERS ease 

al 9 NS T LM 172 ^n Y rt Dn 11 11 nv 124 11 

Pr) — EE + By" +70") + 2E (o8 + fo" tree + B'n + 76) 

+ F(@'E+ B'n+r'é), 


. WOW 
2 


3 Du Ov 


to 


I 


F,(a + Po + pO)" + By" + 76") 
+ 28, (as! + By! + ONCE Er) 
+ 2F,la By" + gen ne + En + ro) 
TEE FECE + Pa + r6) 


bo 


t3 


to 


W = Fog + |j re + EE + fy" + y 
+ 2B (al + fy! + 7608" + fy” + 70") 

+ E2F an + 2Faa]+ pl2E ff +26, BR) + LE +2F 7’ 
+ &[2 Fa" + 2F,aa'] + 72 [2T, 88" + 2F,88] + C" [2E 7" + 24477] 
+ CE Ba’ + 2F,ga"]g- 2&[2F,af' + 2F a6") 

+ &x" [21 fa" + 28, Pa] + me (21,48! + 2F af] 
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+ &[2Fıra corFa" + 68 [2 Bay’ + 2F;a7"] 
+ 82" [2F,ra” + 2B ya’) + EC Faz" ila 
TES + 208") + CE Br TER] 
AMP PORTER CURE EEE; | 
+ W,, 


= EF a? + Fa"? + 2Fa'a’] + z[F E? + FB? + 2F,EE"] 
LEUR Eg" + agr) 
+ 9[2F,aß + PER + 2F,(wfg'-ra'g)| 
+ NH "+ 2E," + o2F(ay"--a'y) 
WEE EFE GEGEN 
Formons maintenant la différence 
W — U. 


On trouve que dans cette différence les coefficients de & et de z£, de £7 


et de CZ etcet. deviennent égaux et, par conséquent, que la différence 
peut sécrire 


W — U — 

[F aa + F aa] 7- (8) + UAE + RAR) + Ur + Er 7) 
+ [aa + "m (£) + LEAR" + FB] En + [Ar FERE). 
+R 6 + 55:695, + [£69 + he Es = (Er) 

Mn, en] + [E e + 9, 0n] (6) 
+ Ren + 5560 |, (0 + [72 ut (79) 
+ W,. 
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En intégrant par partie on aura 


X W — U)dudv 
= ff fel £2 [z a "E, a"*--2F. a, aa EF. aa") — > (F, aa" -- F. aa’) 


PHARE ie s AR + FAS") — (AR + FAR) 


Be Ne 


s i Fa? EEG" +287! — (Por Eg) un + Fr‘) 


E 


T 4 
VN 





2F af 4-2 F a" B' + 2F (a ^ + a )— 5 UA (aff Ff) +H (48 + a" 8)] 
—s, LU (af + a") + Pla + EA] 
+&| 2Fyty po Fg" + 28 (ar ea") — = LE (ar + ar) + Klar” ap] 
ler" + a) + Fler +27)]| 
+75 27, Br ER REGIT +0 T)— = EG + Pp) FT BT) 


— = UA" + 8" n Fr + Br)]| ADS 





Nous introduisons maintenant les notations 
A=” (Pa tre) a p ie) 
ou Ov . j 
(12) B=? (hg + Fp") LIRE 
Oey ne, (Er + JE 
Alors on trouve, aprés avoir effectué les différentiations 


ov — U)dudv 
— [| LE Aa +7? BB+ CC + &7(Aß+ Ba) + E(Ar + Ca) + ne (Br + CA) tu dv 
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et, par dpnoequená, 


fp oma. ff n 


+ & (Af + Ba) + & (Ap + Ca) + z&(B + Cf) dude. 


; 0WOW 


=? d 2 LATA 
rr & Aa + 2 BB + Cr 





2) + FE) +27 


Mais 
Ji "Ududv 


est la partie de l'intégrale (7), qui contient les dérivées des variations. 
En introduisant les notations suivantes notre intégrale double (7) peut 














s'écrire 
or DU /9^H 2 2p 
La = ——— | 7 )-s( = ) + da, 
9 Ou \9x dx, 9v Voz 9x, 
eu 2 ao 337 3p = ke 
cUm "OPEM rl Er )— (5 )+ 38, 
s oy Ou \Oy oy, 9v \oy oy 
oF 9 ARTE 2 or E 
Pas = aah E (> \+ Cy, 
=> Oz" ou \92 92, du \9z dz / 








oF I9 pri a) 19 A 9! F \ 
12 day 20u \9#0y  9y de "ex, 
19 ( er or 
29v Voz dz oz 0x 











oF I 9 (er er ) 
= 2202 291 Nox dz 020 


or Tool o°F \ Io /oF oF I Z 
E cA IS air dest = ie C 
Eu 9yoz 20u ( Ver ) | UE ) d 2 Gi B» 














\oyoz ' 929y, 29v \9y Oz ^ Oz dy 
JJ wa dude 
T. | 2w\ ? , (ow ow ow os 
= in) (= JE 28 157 ab AE + L,.7 "+ LC 


dudv. 


+ 20,7 + 22,8% + 20,,7¢ 





Cette forme de l'intégrale (7) se simplifie encore. Nous pouvons démontrer 
que, les coefficients L ont la forme 

L,, = Fe’, L,, = Ff’, L,, = Fj’, 

Ls = Ff, Lc Ber, L,, = Fi 


où P' est un certain facteur commun. 
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Pour démontrer cela il suffit évidemment de démontrer que les 
coefficients L satisfont au système suivant des équations linéaires 


z'L,, + yL,, F'#L,=0, 
v Lc yb ES. © 
z'L,, + y Lis + EL, = 
XL, +y"L,, + 2" L,, =, 
z'L,, + yL,, + 2 L 
ol, +92, +2 4, =o. 


| 
9 


C'est le méme système que nous avons déjà résolu et dont la solution 
se trouve parmi les formules I (8). 

Pour déduire ces équations par exemple la premiére, partons des 
deux équations 








oF °F or 
dx IA "ad Oy da 1 Oz 9x 
Q9 er or 

Or = 
TER y dy 2 das oz Oa 


qui se trouvent parmi les formules I (9). Différentions la premiere par 
rapport à w, la seconde par rapport à v et ajoutons. On trouve 


























°F p lel He de ORNE ie OF ox + °F oy °F oz CF Qa 
— & — 2 — ; 
Ox? xy" 9892 Oude Ou dxdy Ow Oxdz Ou oxox Ow 
3e o? qe oy Fe op ez ; a] e?p 3 , 2 °F ^ er ; a fey 
Lum T ERR aa ee 
oxdy eu coz On On NOx Ox 9 On \Oy ox Ou \ oz oa 
n: etr ex + Busy oF oz 4 CAC Ne 2 iE.) et: yee OF 
Ox Ox Qu oy 9r Ou Oz da Ou dv NOx" da “ dy Ny dx, Ov Nez dx 
ie °F ox T SF Sy B OF Oz 
9x Ox Qv dy dx dv Oz ex Qv 


En observant que 








oe 0x Oy"  9y' oz ez 
— ; — = =» = 
ou 2v Qu ov Qu dv 
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on aura 
per 0 /9F 0 / OF [oF 09 /oF 9 / OF \ 
ei ES Se e ) 
E Ou NOx Ox Ov NOx Ow Qx9u Ou \dy 9x dv Quy Oe 
o°F o (oF o /9F 
Hein) ee]: 
3x02 Ou \dz 0x Ov NOz 9% 
Les coefficients de y' et z' peuvent s'écrire 
(15) er 3 / o'r ) 9 ( ee onm! BUE Ee E °F 
5 day — Ou loros dv \oy or) day | 29u y Or | ax dy 
10 / oF or 1 0 / 0°F em I 9 ip — 
7723» Bee i: dx a d 22u ( 9x 0y Bye, "p 229v m | 9y'ex /? 
°F 9 22) 9 (> j- or I9 ( op 9? F — 
0x0: du \0z Om, Qv \o7 0x) 97x02 — 29u oz Ow ‘ 
19 e or =. =) I 9 (S 9° \ 1 9 ( op 9*F \ 
2 Ov \9z Ox 9x 92, 29u ) 29v Nox dz Lm À 









































Ov 02 9208 


Parmi les formules (10) nous trouvons les relations suivantes 














o o°# 19 (9m 9" Fo 
a i — F PEN E F. a Qu 30 DENE ra ( = —— 
da dy dy du (a Ba) N i PS ) 29v Nox oy oy ox / 
or or 1 9 / °F or 
= rS A M QUSE LT if (a 3 BEER = Mat 2 Td =) 
9r OY 9y 0% Bap 4 ) V 3 A HET ih 2 0u | 9v OY oy Ox 


Différentions la premiere par rapport à w, la seconde par rapport à » 


et ajoutons 
9 (es or ) Ee 9 ( or or ) 
Ou Nox oy dy 9x 9v Nov dy ay dw 





9 [2 , T 11 D. 9 yr Hn ou PAY 
= [C (as Pa‘) + F,(aß’ — fBa”)] + 5; UP (af Pat) SEE (af! — Ba? )]. 
En effectuant les différentiations on aura 

nj Hn , 2" N 9 J , 7 " 
© Uf (a — Ba) + Pap" a] = a2 (FP + FA) — as t + Fa) 


> LF (af — Ba”) + F (af! — Ba] = a= (P, 4- EP) — B= (Fia + Fa’), 
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Ainsi avec les notations (12) 


On 


°F 





9 {°F er a / oF 9 
| E 


au Nor oy dy de av Aor Oy dy 


trouvera de la méme maniere 





au \dx'dz 92 02 av Nov Oz % 


>= 





o /0°F °F a /o’F °F 
Be i. |, 


n 


Ba — Ag. 


En substituant ces valeurs dans les expressions (15) notre équation li- 


néaire prend la forme 






































J [or a (°P o if OH NS 
(16) A lee 
4 oc Ou Nor Ox, ov Noc 9% 
-o*p HO NOH: or 1 9 A clea or ) I 
1 - : ; - - = (Ba — 
mg | 929 20u er On ur ox = 2 Ov = on ox OY i zi ef Ap)| 
or 1 © /»F eo) of chia or I 
"| Re EE ae cree = 
um. Ee 20u \ 920% ds Ox 92 29v © ox 3 ox =a) ape Ut 4p | E 
Ensuite on a l'identité 
za--yB-teyp-o 
ou de méme > 
Ara + Ay'B + Az’; = o. 
En ajoutant cette identité à l'équation (16) on aura 
por ee NRC à 
x E3 au Voz =) DT; ( 0x Ox ) ar Aa | 
por 2 ees Fl 1 A or it 
py EE 2 ou Qyor Ox Oy | 2 Ov ( oy ox Tr aay) RE > (Ba y Aj) | 
por ro /o°F N 10 Ven SEEN ue i 
dm Ez | 22u (2. La 9292) 2m ( Oz Oc 25 0x Oz ) zn 3 (Ca "b A7) |= E 


ou 


aprés les notations (13) 


ob, + YL + £485, = 


D'une manière tout à fait analogue, on peut déduire les autres équa- 
tions (14). 
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Alors 
LE S D 7 =f JL, Ge Ts 2L,,59 2 35! 2L,, 7n 
— E (at + Er NOE MS ice bo EUR 


— = 
En substituant ce résultat dans l'expression de 
[res Gdude 
cette intégrale double prend la forme très simple 
= 2 , (aw 2 , dm dw " 
I 2G dudo = [ir + lh (— 2F, p ). 
(17) i wo Gdu S4 (=) ME, e beu se un io^ duds 


Les coefficients F,, F,, F,, F, sont des fonctions connues de x,y, z et 
de leurs dérivées, mais ait ne dépendent point des variations ¢, 7, C 


Supposons que nous ayons intégré l'équation 


par les fonctions 
sa v)  y=y@,o), .2=2(u,0) 


et que la surface représentée par ces équations passe par les limites 
données. En substituant ‘ces valeurs de x,y,z dans les coefficients Æ, 
F,, F,, F, ces derniers deviennent des fonctions de u et v. 

Il sagit de trouver si pour ces valeurs de x,y,z la forme qua- 
dratique sous les signes sommes de (17) 


< (eue aw” Ow dw 


ne FAS.) ane en duet we 


est une forme définie. 
Cette expression peut s'écrire 


e UR S) UAE FS) + E Fw. 


F, | lou 


Maintenant nous pouvons suivre la marche indiquée par M. Prcarp dans 


son mémoire déja cité. 
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On voit immédiatement, que la forme est définie, si 
H 
F,F,—Fi-o 


(18) 
Jul Jil >> 0), 


La premiére de ces conditions est nécessaire. 

Dans le cas, où la seconde n'est pas remplie, il peut pourtant se 
présenter que la forme peut étre transformée d'une telle facon, qu'elle 
sera définie. 

En effet, on a, quelles que soient les fonctions réelles et continues 
B et B, de w.et v; 





[2 (Bw?) o( Bw?) 
- i [ Ne 
N E se = du di O, 


l'intégration étant étendue sur tous les points dans lintérieur du contour 
donné C. En ajoutant cette identité à l'intégrale (17) nous aurons 


=) ‘Ow Ow Ow ow Qu 
wo Gdudv = T + fF, Al 27° 2Bw — 2B w— 
i st i52 av, | hs 3 Ou dv 2 ou AF li OV, 


3o GS nn; me 


Ow 


La forme entre les crochets sera définie si lon a 
F,F,— Fro 


et ensuite s'il est possible de déterminer B et B, de façon que 


(19) Fe aun: nt 


ou s: E ni F À) "pa F, [E + 2F,D, B— F,B* > ©. 


M. Picarp a montré que cela est toujours possible si le contour 
est suffisamment petit. Si 
RR So 
on peut evidemment poser 
I5) .— day em 


et on retombe ainsi aux conditions (18). 
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Si ces conditions sont remplies, l'équation 
Nwo@dude = O0 


n'a pas d'autre solution que 


ou 





> , [77 
y -¥ 


Cela veut dire, que la projection à la normale de la surface donnée de 
la distance au point correspondant de la surface variée est nulle, ou que 
la surface variée coincide avec la surface donnée. | 

Les conditions (19) remplies, d’après le théorème démontré au com- 
mencement de ce chapitre, il est toujours possible de construire une aire 
autour du contour donné dans l'espace, de facon que dans cette aire il 
n'existe pas d'autres intégrales de léquation 


qui passent par le contour donné et dont les variations des dérivées du 
premier ordre des coordonnées des points correspondants sont infiniment 
petites. 

Dans ce sens nous disons qu'il n'existe qu'une seule surface, donnée 
par l'équation 


qui passe par le contour donné, ou bien que lintégrale trouvée est 
unique. 
Nous pouvons en tirer une conséquence extrémement importante. 
Les quantités 
HE ep" 


" 
1? 2? 


Ium 


4 


sont des fonctions continues de x,y,2 et de leurs dérivées. Par conséquent, 
si les conditions (19) sont remplies pour la surface primitive, elle le sont 
aussi pour toute autre surface qui diffère tres peu de celle-là. Ainsi on 
peut construire autour de la surface primitive une aire telle que les 
conditions (19) soient remplies pour chaque surface dans lintérieur de 
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cette aire qui différe trés peu de la surface primitive. Prenons ensuite 
dans cette aire un contour fermé complètement arbitraire. Alors nous 


pouvons énoncer le théorème suivant: 
»S'il existe une surface ou une intégrale de l'équation 


G=o 


qui passe par ce contour, et si, en outre, la surface est située tout à fait 
dans l'aire susdite et diffère trés peu de la surface primitive, il n'en 
existe qu'une seule.» 

Nous verrons plus tard l'extréme importance de ce résultat. 

I] est facile de voir qu'il est nécessaire pour l'existence d'un maxi- 
mum ou d'un minimum que la forme quadratique sous les signes sommes 
de (17) soit une forme définie. En effet, nous avons pour des variations 
spéciales. 

k* no k* as 
AI = kal + —0 I + —0I 4 ..., P. 


ESI 





on 
ol = [j G w dudo 


et, par conséquent, 


ol = [| (wee + Gaw)dudv = Nwo@dude 


we 


en vertu de l'équation 


Ainsi 


(20) AT = : Nwo@dudv + us 


13 


d ee x 


On pourrait toujours choisir k si petite que le signe de AJ soit le méme 
que le signe de 


an 


{| woGdudv 


we 


et pour que cette intégrale conserve toujours le même signe, il est ab- 
solument indispensable que la forme sous les signes sommes soit définie. 
Par conséquent, c'est une condition nécessaire si non suffisante pour 
l'existence d'un maximum ou d'un minimum. ; 
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Il nous reste maintenant à étudier la condition (19) 


"d T AB. db: Nr. ; EST | one 
FRE — FS, Æ ov + Fe FB, + 2F,B,B — F,B E & 





9b oB 
ati Ov 


= (FF, — Fie, 





en F,) HP EOS RBBLB HEB? 


où s est un constant, qui a le méme signe que F\. Il s'agit de résoudre 
cette équation aux dérivées partielles. Dans ce but posons ensuite 





V V 
B= T° B= T 
On aura donc 
OBA «19V AU om no Poll 
Ou U du im (eA © ot U' ov l 9 








5 of eee ire ; 5 V oU V ot | 
EU OP Pus tuse 4 557 Vian UP su) 
LE VV y 
UP pa Porn Fer e 


Puis nous déterminons V et V' de facon que 








n 2 1 OÙ Um 7 V a 
re) U: du tf TUE TUAE B yn see 
7 1 I eU V I V 
za (FF, — Fi) uU? 2v + E. U U T 7? 10: 


d'ou résulte 


Zee | 9. aU F, aU | 
| Vee. U | U ow ae U' ov |’ 


ey st maus mau) 
L xu IU tO an | 





(23) 
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Alors l'équation (22) se réduit a 


1 9V TOYS 
D ox OL C 


s [pesce uec ol I 9 
UF yu fy ll U' 2v 


+ f,—e=0. 


qoGE, E —0 











br mor ER 
U IF U' av ‘à F, U =] 


S'il est possible de trouver deux intégrales U et U’ de cette équation, 
qui ne sannulent pas dans l'intérieur de la courbe fermée 


HU), 


nous avons aussi trouvé deux fonctions B et B, qui remplissent les con- 
ditions (19). 

Il existe sur la surface des courbes, au dehors des quelles cesse né- 
cessairement la propriété maximále ou minimale. Pour les trouver, posons 
dans l'équation (24) 








DU Ur e=o 
On aura done 
9 aU. aU 9 eU. oU 
" 1 f 1 |, Se 7? 1 ee T— 
(25) ou Le ou ae dis | = ? Ov uos ou. pu % 


Soit 7, une intégrale de cette équation, telle que la courbe 


soit fermée; alors elle sera une des courbes cherchées. En effet, soit 
f(w,v) = o 
un contour situé tout à fait dans l'intérieur de la courbe 
Pc 


on peut toujours trouver des fonctions B et B, pour lesquelles les con- 
ditions (19) sont remplies. Il suffit de poser dans l'équation (24) 


" T 
[EL — UE 
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on a donc 
aU oU 


= OU ; - 
(26) Seen — as] quete 


Pour des valeurs trés petites de +, il existe certainement une intégrale 

U de cette équation, qui diffère trés peu de l'intégrale U, de l'équation 

(25) et qui, par conséquent, ne s'annulle pas dans l'intérieur de la courbe 
f(u , v) = ©. 

On peut done poser 


V Me 
B =}, = 


ou V et V' sont déterminées par (23) en faisant U’ = U et la condi- 
tion (19) sera remplie. 
I] ne peut exister une autre intégrale U; de l'équation (25), telle 
que la courbe 
[E m8 


soit située tout à fait dans l'intérieur de la courbe 
UP 10: 


Supposons qu'il en existe une, on a nécessairement 


et en intégrant par partie, en observant que U; sannulle aux limites 


aU; 








= OU, aU; 3 pF 4 
HSE) | ose 


ov |. 





“| Le FU dude zig 











» , SU, aU, nal : 
Jf In. e EE, (s D} +2F, BY Sj h jade == 6 
La courbe 
6 
est située dans l'intérieur de la courbe 
U, — 0. 


1 
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On peut donc trouver des fonctions B et B,, telles que la condition (19) 
sera remplie. Mais alors la forme quadratique sous les signes sommes 
sera définie, d’ou résulte nécessairement 


mo I9. ci 


ou ? av 





dans l'intérieur du contour considéré. L'intégrale U} est identiquement 


nulle. 
De l’autre côté, si la courbe 


est située tout à fait dans l'intérieur du contour donné 


f(u., v).— O, 


il est facile de voir qu'il ne peut exister ni un maximum ni un mi- 
nimum pour l'intégrale considérée. 
En effet, considérons la formule (20) 


nt k° DEREN k° NS 
[= js JJ 2 Gdudv FE? T+.. 
On a 
N 0Gdudy = ie er FS) + 2 de + Fr ye dude. 


= Ov E, Ou dv 


Comme w s'annulle aux limites, on aura, en intégrant par partie 





Ji wg Gdudv 
dsl 9-[ ,,"0w Ow CT ow Ow 
= — I a a Lp ie IF — Dwlwdudv 
N | E au F 39v ov | 290 es ou. + ( à ) 
iff w^ du dv. 
I )SOTIS 
= 9 Qu ‚ou 9[., ow , Ow E 
Bat well | 293p xt (F, — Du = 0. 
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Pour des valeurs trés petites de /, il existe certainement une intégrale 
de cette équation qui diffère trés peu de l'intégrale U, de l'équation 
(25). Alors la courbe 


2/2 ——UG) 
est aussi située dans l'intérieur de la courbe 


f(u , v). 


Ainsi, en prenant pour w cette intégrale de l'équation (27), et en variant 
la surface seulement dans lintérieur de la courbe 


w= O, 
nous aurons 


[| adu dv = L ff w’ dudv 


et 


i AL 2 dw dude m OUT ES. 


B 
mais, pour des valeurs assez petites de k, le signe du second membre 
dépend du signe de /, qui est arbitraire. 
On peut donc varier la surface de façon que la variation totale 
AI prend des signes différents et, par conséquent, venne I ne peut 
pas étre ni un maximum ni un minimum. 
Ainsi les courbes 
U, —0 
jouent pour les intégrales doubles le méme róle que les points conjugués 
de Jacorr et de M. Weierstrass pour les intégrales simples. 
Il reste à intégrer l'équation (25). 
Nous avons trouvé 
[| wo G dudo 


[n ow ow 9 Qu ow 
= en ES n ae F FE, 
ff = ou | F ou ne Ov und 


ov| ?9v u 
d'ou on peut conclure 





+ Fi of waude, 








SUA 9 4 ow , ow 9 
DORE EM 
ou ou HOUR ov 





, ow , ow 
; 7 
22v 
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Il est facile de vérifier cela, en faisant les calculs précédents d'une ma- 


niére un peu différente. 
Si l'on a trouvé lintégrale générale de l'équation 


on peut, par conséquent, intégrer l'équation (25), qui maintenant se 


réduit à 


en suivant la méme marche que JAcoBr et M. Werersrrass, quand il 
sagit d'intégrer l'équation correspondante dans la théorie des intégrales 


simples. 


III Partie. 


Sur la fonction 8. 
encore une condition pour l'existence d'un maxi- 
qui servira aussi à distinguer un maximum d'un 


Nous allons donner 
mum ou d'un minimum 

Aprés cela nous démontrerons que, si toutes ces conditions 
sont remplies, l'intégrale I (1) étendue sur la surface donnée par l'équation 


minimum. 
G— oO 


Nous appelons chaque surface qui 


sera dans le cas d'un maximum, plus grande, ou d'un minimum plus 
ou irrégulière passant par le méme contour et différant trés peu de la 


petite, que la même intégrale étendue sur toute autre surface régulière 


surface primitive. 
est une intégrale de l'équation 


6G —0 


Sur la surface @, qui passe par le 


4 /K 
contour 


SENE 33 
yas \ 
(AE, ERR 
/ une surface @. 
donné C, nous tracons un certain contour 
fermé KA et nous supposons que la tangente de ce 
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contour ne change jamais brusquement sa direction. Par ce contour K 
nous faisons passer une surface régulière quelconque 1° et sur cette 
surface I’ nous traçons un autre contour A’ aussi régulier, trés voisin 
du contour K, et qui ne le coupe pas. Supposons qu'il existe une sur- 
face G qui passe par le contour A’. Par conséquent, le contour K’ n'est 
pas tout à fait arbitraire, mais il existe toujours une infinité de contours 
K' qui ont la propriété demandée. Cette nouvelle surface G nous l'ap- 
pelons 6,. 

Considérons l'intégrale I (1) étendue sur la partie extérieure du 
contour K de la surface G, sur la partie de la surface 7’, qui est située 
entre les contours K et K’ et sur la surface G,. Cette intégrale que 
nous appelons J’ peut étre considérée comme une variation de l'intégrale 
I étendue sur toute la surface G. 

Il faut alors pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, que 
la différence 


I—I 
conserve toujours un signe invariable, quels que soient les contours K et 
K' et la surface /. 
Formons maintenant la différence 


I'— I. 


On voit, immédiatement, que l'on a 
=F = JJ Frau dv — [| Fu dv + ff aude 
K Es : 


et comme X’ est trés voisin de X, on a selon la formule I (5), en tenant 
compte de I (15) 


(1) I—1 





OY 92 _ 


= [| Gwdudv + f| [es 3s s SU c e zT 


K 


TJ gaude + (+. 
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Mais, dans la première intégrale double l'intégration est étendue sur une 
surface G: alors cette intégrale sannulle et nous aurons 











(2) parm (erem + oe law. [ese +S + ERE e] 


y 9 oc dz 
+ [| Pdude a ay = a 
My 


Nous allons transformer cette expression dans une forme. plus simple. 

Supposons, que A’ (fig. 1) soit le point du contour A’, qui corres- 
pond au point A du contour K et projetons la distance Ad’ sur le plan 
tangent de la surface /' dans le point A. En appelant / la longeur de 
la projection et a,b,c, ses cosinus directeurs, on aura 


BEND pd 
(3) Jy = bee (yee, 
pu ut 


La projection de A4’ fait avec la tangente de K en A un certain angle 
w. Ensuite nous appelons 


cosa’ , cos , cosy’ 
les cosinus directeurs de la tangente de K en A, 
co8a , cos, cosy | 
les cosinus directeurs de la normale de la surface G en À, 
cosa , COSP, cosy 
les mêmes quantités pour la surface /', 
cosa", cos(g^, cosy" 


les cosinus directeurs de la normale de K en A, qui est située dans la 
surface /', ds l'élément de l'are du contour K, et 


, ' ' " 


" E à 11 SU 
vT5,9 52537 ,Y% 5,2, 
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les valeurs de 
or u 02 Or OY Oz 
dn’ au’ au’ m.’ 


pour les deux surfaces @ et [. On a donc 





























ou ov —, Ou —,, 00 
COS a = 7 — qu — > z= 
as 3 9s ds si os 
ou Ci) OU —,, QU 
cos —y'—-M-Ly'——y--c-y- 
B y Os eel Os 3 ed as” 
ou Ov —, Où —,, OÙ 
cos a Qu aU TEIL res g^— 
Us Os BE = Os 8 "E os ? 
| yw Iz 2 voc 
2 z ee | ly y 
COS a = —— , COS B = —————- COS y = —— 
(4) j A / Ayah? r Anant 
, "n |2 ’ "ga | , m 12 
ON 2. rg | | a’ a 
ea | | 
A x FU ads | 25 , "| aa | , "n 
Ne TR |y y 
yw ERE zc 
dr 2 dex FALTEN 
COS ag = ——, Gg e. cosy = ——L—, 
A EN A 
| y y" |2 | z ze 2 a! x’! 2 
—— RP Su | x’ : 
A ES | 2" z" | d | T x"! | + y v" ? 
cos 4" = COS cos;' — cos f cos y, cos 4" = cos; cosa’ — cos 7" cosa, 


COS," = cosa cos — cosa’ cos g. 


Enfin on a pour les cosinus directeurs de la projection de AA’ sur le 


plan tangente les expressions 


a = cos © cosa’ + sin e cosa”, 





Al) 


(5) | b = cos e cos + sin c cos 2", 
€ = cos e cos ' + sin o cos j^". 
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L'intégrale double 


[| dudv _ « 
a 


est étendue sur la partie de la surface /' qui est située entre les deux 
contours K et K’ qui sont trés voisins. Alors on peut transformer l'inté- 
grale double en une intégrale simple prise le long du contour K. On 
a done 


dudv — t +(), +: «Jus 


N 


et par conséquent 


^ * -l sin eds 
6 Fdudv = p —— + l ' + eee 
(6) N ja 


en désignant par F, ce que devient F en remplaçant «', y', 2’, 2", y", 2” 


= wall, 


par z',y,z,z',y',z'. Ensuite nous introduisons les valeurs de €,7,¢ 
tirées de (3) et (5) dans l'intégrale (2). On aura 


E { ‚oF ‚oF ‚oF\ ov 
cos o| (cosa a + cof = + cosy le 





o rf 


K 


, or oF 1 OF \ ou 
— (cos a’ 5 + cos’ = + cosy! = Sle, 


E L 0F\ dv 
+ sin uf (cosa = : + eos pe + cos Tey JE 
— OR _,, oF \z 
— | cos a — cos 7’ — + cos; ds 
( oc * B oy als )s. | as 


Je fe Te (Oh ue ce: 


Cette expression se simplifie beaucoup. D’abord on peut montrer que 
le coefficient de cosw dans la premiere intégrale s'annulle identiquement. 
En introduisant les valeurs 
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on aura 
8 ( pom dv } 38 oF N29 
(8) cosa!” — P cos E = Ecos ar )a (cosa Sa OU) Sa ») D 
,9PF du Qv or T on)? 
ae a apr un ae 
/ oF ; (2% («^ of ,9F 9F du dv 
TM (® Oa" al = +: =) x) i ox rt y oy 1 2 Oz JE as” 
mais on a I (4) 
oF oF oF 
|e re es 
Qa TH OY ui 92^ 
pole Ph CT ,9P 
fe) i Hz 
Ow Ty oY " 92 
, oF ,9F ,9F 
O = Tr 7 1 7 e nd 
ot Ty oy a 92 
oF oF oF 
FE — qp —— r — 2" — 
9% ty oy 2 92 


En vertu de ces relations, on voit que l'expression considérée (8) s'annulle. 
Alors on peut écrire l'équation (7) 


, AMA. ‘| mae oF LE oF TR 
(9) i | | (cosa = + cos p ER + cos; — 


_,0F SR SO Neg Be 
E (cosa ag + cos A m + cos; 2 As + A | sinds + (0), +... 


Pour la fonction entre les crochets sous le signe somme nous introduisons 
la notation 


, wet Hn EN 
/ 


al) ^ 2: ANT u 
OG Ys 2,859, Erz 


= 
x 


ou comme abréviation 


p = OU CUT ICH 
(10) 8 = (cos a 2 + cos 55 + eos," — 


\ Oz / Os 


f — Ole = OU - 
TR VREDU ^ne at! 
— (cosa Suc COS A 57 + c087 
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Nous aurons donc 


(11) I — I= [&lsinods + (D), + .... 
K 


Pour que l'ntégrale J étendue sur la surface G soit un vrai maximum 
ou un vrai minimum, il faut, que la différence : 


I—I 


conserve toujours un signe invariable, quelle que soit la surface sur laquelle 
nous avons étendue l'intégrale J’, c'est à dire, le signe — pour un maxi- 
mum et le signe + pour un minimum. 

Mais nous pouvons toujours choisir / si petite, que le signe du second 
membre de (11) ne dépende que du signe de son premier terme. Donc 
il est nécessaire que l'intégrale 


(12) [él sin wis 


K 


conserve toujours le méme signe pour chaque contour K et pour chaque 
surface /'. Mais alors il faut, que la fonction 6 conserve toujours le 
méme signe, car si 6 peut changer son signe le long du contour K, il 
existe certainement une partie de la surface @, où ó est positive et une 
autre, où 6 est négative. Donc, en choisissant le contour A dans l'une 
ou lautre de ces parties, nous pouvons donner des signes différents à 
l'intégrale (12). On peut, évidemment, toujours supposer 


l sin wds > o. 


Il peut se présenter que la fonction & s'annulle, mais alors, il faut 
qu'elle ne change pas son signe. 
Aprés ces considérations, nous pouvons énoncer le résultat suivant. 
»Pour que l'intégrale double 


Ji F(r,y,2,9,, 2, 2, y, & )dudv 
N 


étendue sur la surface donnée par l'équation 


G = O 


- 
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soit un maximum, il faut que la fonction 


1 


= „rt tt 
e (a ‚Y,2, x, UE ey x 


"n lm LOGS. Hn mw” "n 
; Y 3€ 57509525951 „2) 


pour chaque point de la surface et pour chaque systeme de valeurs de 


m i} , Hn mu) LE |) 
d'y V9 5 Lis Yo & 
ne soit jamais positive, et pour que l'intégrale soit un minimum il faut 
que la méme fonction & ne soit jamais negative.» 
Nous allons transformer la fonction & 


=, QE d , 9FX 9v 
© = (Cosa COS — co - ) — 
( an p us / 02 / Os 
"n , 1 ^ cy p or ou F 
— (cosa’ — N Zar O8; — )— + =. 
Oz / Os A 


Dans ce but partons des deux équations I (4) 


or oF or 
JEUNE y'.—, ji m 
9x Ty Oy an ag” 
„oF ,9F ,9F 
OÙ — = dt of 2 : 
Ow ty OY af 92 
Multiplions la premiere par x”, la seconde par — x et ajoutons 
Fx" m (x N " a" ?) oF + (2'x" 11 ?) oF 
= y Ty, oy ZW 2 3 


"Ensuite la première par y” et la seconde par — y 


oF oF 
F) n TIT yg" der. ye! "fed c 12 NT ay rs : 
y (y y"'2') = + (wy Vai 
et enfin, la premiere par z" et la seconde par — 2’ 
\0F oF 


Fz" woes (ez g"x') — + (y'z" = yz) i o 
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On aura ainsi le système 


Sr A SZ CUT: $ X lop 

eese DCE jae | ay gh oy" 

(13) Soros re 
AA HT on 

Yo y. ^W TOR T ed aep 

ies ag lay la atem. 





En permutant z' avec x”, x” avec x’ etcet. on aura un autre systeme 


, | , ” 











: |a" 2” lor ao" |or 
Fa == | . = + s = , 
imc T. ez y Y : | Oy 
YN di LE "| , " 
a’ a” [sp y y" lor 
Tor | 
(14) Fy STILE 7 11 | a” Els | Bir at 52! ? 
| Ves give 
| , " , | 
n.n |9 Y Ver at toe gi 
Fz — = Sa 5 ue aate. 
2" 210% x og” | 0% 


°° ; E ov 2 : 9 E 
Multiplions les équations (13) par = , les équations (14) par - et ajoutons 


Ss 
les deux premieres equations dans les systemes, ensuite les deux secondes 
et enfin, les deux troisièmes, nous aurons, en tenant compte des valeurs 
VE wid 2 = 0 - 
de cosa’, cos’, cosy', 





a Mad z.z'|sk- |a a lor | ov 
F'cos a = — a EM | LE 
d ES | 22 joe oy " IF Qs 
die uno Qc \y Y y 3 
|24 8" lor TETE loF ou 
= rte = rh) | 
x! gi” | oz | y y" | oy es 
\ gum | ee d sn ta 
SE cos f= EI == | 
| y y ox l2 2" ez es 
I 
( 5) I nS | , ” 1 
|T T |9F | y y) |oF | ou 
| y' y" or | z z" oz os 3 
2 ' "| a "| 
- ; y y |9F 4 2 |9F | av 
F cosy — | — E 
; dns Lio TA | da 9s 
|y y’ lor |2 2” lor | ou 
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Multiplions la premiere par cosa’, la seconde par cos/’, la troisiéme par 
H , / 
cosy’ et ajoutons les équations nous aurons, en vertu des relations, 


y y" | Yi pl! 7 EDO | 
e = Im A cos 4, ; x — A cos f, | == A cosy, 
3 Gi 25 i 


e "m 


" 








cos” a” + cos? f + cos*7’ = 1, 


I f 7 yy oF. ' AB 
F = A| (cos B cosy — cos y cos fi’) — + (cos 7 cos a’ — cos x cos j) ,, 
a: 7 
OF | du 
cos 4 cos 3’ — cos cos a) — | — 
4 ( s i rs IE lee 
e ao! D OF D , N of 
E ^| (cos 8 cos 7 — cosy cos 9) = + (cos; cos a’ — cos z cosy). 
: , A i 
‚ „ol ou 
cos a cos ff — cosß cos x’) — |— 
tT ( p Jn )5; _| 9s 


! 


En changeant +’, y’, 2,0", y", 2” ey xy» 2, 2", y, nous aurons, enfin, 
en tenant compte de (4) 


le °F = OF 9n 
ME COSC. ==, cos a COS. N 
I a oy ze ! oz Jos 
„or =, OF! =; On 9v d 
ES ORE cos — COS + = | pe 
( Ou a 7 97 y ! 92) Os 





Substituons cette valeur de F dans l'expression de 6, nous aurons 


la formule symmétrique 


pee i.) (ap. 2P San CIT. _, (oF °F\lou 
16) © = | cosa’(— — — COS pe cos 7" | = — —;) | — 
( ) | ( cT r ) a5 SUB ( ’ ) SE: co E Oz j os 





En employant les notations 
u =x + pfr —%), Ua Oy arg u) a = £ + pz — 2) 
v, Ll x!’ + pz" 2 €"), y, LE y! + m (y" — y"), a = 2t + n ETT 2) 


et en' appelant F,, Fi”, FY, F® ce que deviennent F, I^, F,, F, si l’on a 
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Hn " 11 m , , 11 751/14 D LS. 


> Y y par V, , V, , 2, , Ty , Yn ply Dies) 


une formule connue du Calcul Différentiel: 


remplacé &, y’, 2, & on aura suivant 







































































1 
, 
oF | oF {oh 7, + CEE ; Oh ee = cum 
— = — (x — x —  — (y—ı —— le — 2 
ox! on 3 | | or, EE ugs 92,9), (u I 97,92, & 
0 
Cle Hh Sy) "n QUA ze wm CE si "n 
— (rt — — = — 1 = N) di 
94,9, s 92, On a ms 9,92, He : ) id: 
'1 
> 
op of |? 9E, = 9*F, Ol S j 
—,— — = É3 — TL x = c 1 2 
oy oy | | 0%, : ) a y wy! y) vie 9492, © 2 
“u 
oF, = 5 "n OF n LIA 9*F, ” " 
———á € — ——19 7 77 2e d 4 
sped CET 2E E i u 
| 
OF oF [| SE ; En, Ne ARE ; 
BE = D = df E —1 — (FS 
92 92 i | 92,0%, e 04), Ow y ") ge 92, S 
0 
°F, m. n or, E Hn UH: = dy 
— up e—— t LÁ 1 Terme \@ 
22,0%, e 92, Or ( J "E 92,02, (2 ) j 
1 
oF oF ngage : ad ; t NES : 
5 — = ke — 7 —— — —-(z—2 
ox ox j ox, ox, (x ) ar, oy, ( y) a 9x, 02, (s ) 
0 
I or, o*n, Y ; °F, 3 + | 
SD zum > E II Lr " —,— (ez du 
ox, : ; Ox, OY, (v ) 92,92) T ) die 
© 1 
1 fa 
oF °F Su ; dE, = : "Fu ; 
LZ Cu 7 = e) L E GOTT IT ER —— 
ay! Oy | 2 worn perse ?) 
Bit (on, TT ERI T, » "PM. (=n 
m e — y") #+— (2 du 
9i, om, ^ = ue Yu £n 4 91, 9z, : 
^ 
op. oF Bum 75; ; o^, =, 9 VE : 
Se en = pea HL cu TEC 
9 oz i 92, 92, e 02, 9y, G y) y 92, 025 (2 ) 
vo 
9* FP, Ü QA H" 7 °F, ” | " | 
OR (Gt saat apio ams ae nam 
92, 0%, í og, 9 y. d : heh Bz, C ‘ 1j: Fi 
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Introduisons ensuite ces valeurs dans l'expression (16) 














: — °F, ==, °F, = 2°} \ 
(17) — x )(cos EB. ote COS ft COS x73) 
Ox, 92, OY, 9x, OZy, 
0 = . 
E 9*F, 9?F, m posl 
— 1 u = (cos a [74 m Sr + co S/ La = S : = 
(y y ) 92, OY, y, ; F 92, 9), ) 








= RN = ; "Fu 
+ (7 — 2") (cos a" = 7 + cos g" ——*- + cos; 2 2 


c, 9%, Am 82, 94, / 19s 








- = el OH a 
= [@ — x’) (cos a nt CUBE rn du COS ES ) 








oz, OY, OX, 92, oz, "T 

st 2 2 el I \ 
+ (y —y eos "s + cos g" + CO8 F7 ) 
02, OY Cin 92,91, | 








a E & m = 2? p, Qv 
+ (2) — 2) (cosa” 7 8" —— s COS ;" rs) |; 
or, 92, 9 


9! FE, 





0æ,0%, L 


9* FE, Er , ou pU HN 9v a Alt 
dum |o sie us. y 5] cos ÿ 























9y,9J, 
?* FE, c7 , ou n ‘1 9v m 
e| ps remi) esee — 2")5, |e0s7 
92,92, 9s 8. 
Sm » Qu Qv 
— | cos (x — x) — — cosa" (y. — y” x 
92,9), | 8 9s ( ) 9s 
°F, "n , 91 ar " "n ov 
TEE COS Ut COS — — 
ji 97, 9y, | «y V)ss wes E 
oF, Sy LA r ou "n LA 9v 
ar | cos (x — xv’) — — cosa (z. — = 
02,02, & Ü (x de x ( Jis 
oF, Hf , au Sy mee HN 9v 
EF | cose 2 — 2)—-— cos a — 1) | 
or, 92, /3s n \ ) 9s 
9*F, [Tr , u in "1 9v 
+ | eos y — 3) — cosg'(z" — i] 
91,92, d Cu ) os 





=] 
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Pour simplifier cette expression on observe, d'abord, que les coefficients 
°F, DR, , ' 

de ——'., et — —— sont égaux. En effet, en les retranchant l'un de 
0%, OY, Oz, OY, . 


l'autre on aura 























x e ou E av yy ou == ov 
cos g"(e' — 2) — — eosa (y. — y"”)— — eosa (y — y) — + cos F"(x"— 2”) — 
Sf (x ja; a (u y js a (y y. T B (x ee 
=, ([—, OU = OD ou ov 
— COS ar eU ” of E UL ) 
3 (s as +e 9s os 9s 
-,9u EMO Ou 9 
lm cos „ FS MET. as , = 11 ) ET Oo 
= (v os En Os 9s os 
suivant les relations (4). 
: SA 
Par le méme procédé on trouvera que les coefficients de A et 
Oa, 902, 
°F, - ys e °F, °°F, 
— 7 sont égaux, ainsi que les coefficients de — ^. et -;". On a 
9, OZ, 21,02, 9y 92, : 
donc 
°F, =) ou = nn u OU 
7 COSA (a —— D) —— COS ==) — 
02, 0x | ee )ss PAU y P3 
o°F, ts ‚ou M AUI 
+ -—— | eos a Qu —3)— —cosg'(z' — 2” =] 
or, y, ( ER ^ ( ) os 
i en, QU E puts „Du dx C 
- (ER. + 22s ler | ee oe 
2 Noe, 9y, 97, 9), Qs os 


et deux. expressions analogues pour les autres dérivées. 
Ensuite avec les notations 








| , "n | 122 PACS | | ’ Y] 
19 9 , Bu | d, X, 
4, TE | 2 Pu E | 9 Tu x 
U FU ar EL , "n, 
| En Fu D LT, v, Ya Un 
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on a apres I (8) 


2 








ner cos gem ; + cos 7" — 
"E 3105 ay 92, oz, 


(z" Y x") cos 2 





2h 


zt " : zur 9 "V n 2*F, É 
Tg"—y )| eos" —; ey cos 2" —7- + cos 7" —, | 


92, 9y, 9 PR 92, OY, 





+ (27 — 2 cos a” 2 7— 7 + cos mu —— 7 + cos ;" — ups | 


a 92, 92, Mn 5% 92, 


= FPs"— 2") 4, + (y" 9") B, + (@’—2”)7.)[a. cosa" + B, cosg" + y, cos;"] 


et de la même manière 





= » = 7 = er 7] 
(z' — a] cos a” 57 “+ cos RACE + cos;"— | 











22; OY, 9x, 92,09%, 

n = 0 ACT RC Goh 
+ (y — #)] cos” — + eos g" —= + cos 7” — | 
9v, oy, Yn 92, Yn à 

= cu n) NOR E oU 
+ (2’ — 2)| cos 7" —— + cos! ——* + cos; | 
5 9,92, 91,92, 92, - 


= Fe — 2), + (y —")B.4- (2 —2)7, Ne, cos a” + B, cos 2" + 7, cos ;”] 











re ae — yer cone” 
2 [Enno 
a I lie 7 s feos” 

4e our + xe vos [e — Qe 





En F} ou vul " 9v | 

+ cos a |G sb ys sg" ay x] | 

Fr, °F, TRY T» , 9 (— ” 9v 
(2 4 nt -) & le = JE 15s — (a Sie ja 


92, 02, 92, 92, 


+ cos 410 — 2’) x + (27 — 2) =| | = 
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1/5°F oF, = „ou =; un OV 
++ | e087 (Gy) 3g 1x] 


\OYu OZ y, (92, 


+ eos [G — 2) + (2 — €) al 


ou 


= rrt — aja, + (y — V). + (€ — 2n]. 


— [G" — a")«, + WA + GP ux. 


.[a, cosa” + B, cos g" + 7, cos y". 


Par conséquent, on aura 


«fe cosa’ + f, cos" * y, COS y ere" z'")Ja, * (y"—y")8, * (2" —2")r,.] 
— FOL — a')a, + (y — Y). + (2— jel 
— | FP le — ra, + (y — 8. + (@ — 2] 

al mre Ig ar nu de. 





Cette forme peut se simplifier encore. On a 
a, cosa” + B, cos 9" + y, C087" 
), €" + u(z' — x") 
= |eosg", y' + ay — y) X" Haß" —y)| =D. 
cos", # + — 2), à 


| cosa", © + px — x 


= a FG Qu : ONE 
En multipliant la second colonne par -- et en ajoutant la troisiéme 
: : 
o3 9v . 
multipliée par 5,» on trouve en vertu des relations (4) 
cos Zi: cos a% m" + p" iM x") 
98 an 1 wr " N | 
D — a, cos, cosh’, y" + p(y” — y") |, 
cos 7", cosy’, 2 + ul" e À 2") 
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mais D s’annulle identiquement pour p = 1. Done, 


" 


COS a’, cosa’, c 
ès Ar 1 n 
D = (1 — yp) 5, 908^, cosg', y 


" 


cosy”, COBy , 2 
Hn 2 " A 11 E 9s 
= — (x" cosa + y" cos + 2” cos (1 m0). 


Nous introduisons maintenant les notations 





D n D "n , " 
Wo Zu BZ SN E ab 
D v , ! 
p E x 27 " zb y L " + a , " 
£g | v X Us 
, "1 me Hn at] AJ 
Tip mA Y y y "n 2 2 "n X L 
p Si »! 1! AE y r' a” Y € y y" 
I 
( 9) y y" | , ae z 2 
= | £ 
D , E x , =F 
P ame | xD n A y , Hn | + e 7} y 
| 4 zZ æ a | 1 
5 , "Pf [aci m | E) x 
= Ui y zZ ‘ 
mM ppt! . n PL 
P v - zd ns y E Un + x: my. = 00) 
2 zZ D & y y 





Avec ces notations les relations 
cos a’ COS 4 + cos f cos # + cosy' cos y = O, 
cosa’ cosa + cos ff cos ff + cos; cosy = o 


peuvent sécrire 








—, OÙ = OU 
, Re LE ] = 
| Ras Dias 2 
(20% 
‚au , OV 
Pp 2s +. Pp 2s = ©, 
d'où suit 
Gre: pp — pp =o. 
Nous aurons ainsi 
2 9s 5 ès 
p / 
= — — = — — (I — — 
D as D). A B) 5; 
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et de la méme maniere 
(s — ra, + NA + — 2) = e t ao — 9) 
ar), Pe aov. = ole gn) 


Alors, la fonction & deviendra 


1 


I i Ku) ^ , = , KW) nr Hn uL n d , Ef , 
FR | Fi ole’ + ale n) — Fete" + nQ" — nn) ete + nio — PA] 


+ Ego" + n" — pa — mdp 


On a ensuite si FY", Fi? et FY? sont des valeurs moyennes 
^ yz: I Nj) (11 m 
f ren [o + ale — 9) — ida = g Fi" (p^ + 2pp), 
0 


1 
n) 11 11 xe Hn I Ma)/ eo EJ 1209 I; 
[FP ele" + ul" — "MG — da = a FPO” + 2p" p"), 
0 
1 


fr ete + n — 0°) ege nr — mio — ide 


ö 
== "+ o p ‘+p auf p^). 
On trouve aussi 
(o^ + 2p'p’) yo"? ? + 2p" 0 0") B. (o p". + pp" P dcm en (p/p" uem BR) = 


Ainsi, en posant 


I - = 12 I EL’ WE " 112 
—p(op + 2p)= 7, —PApic 3p). 
AS A 
= ^ 
nous aurons 
I mue) CRAP ZUR ar 
x Gp" + po" +) = vt 
et, enfin 
\ 1) I “7 V "n 72 2n " 
(22) GIAI Ey eT: 


Pour que & conserve toujours un signe invariable, il faut et il suffit que 


(23) FP?_ HAF®<o, 
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Nous avons ainsi retrouvé une condition analogue à II (18) mais plus 
générale que celle-ci. On voit maintenant pourquoi la considération de 
la seconde variation n'est pas suffisante pour distinguer un maximum ou 
un minimum. 

Supposons donc que la condition (23) soit remplie, il reste à étudier 
le cas, ou la fonction & s'annulle identiquement. Cela se présente seule- 
ment, si l'on a le long du contour K toujours 


Comme les deux facteurs 5' et 5'-- 2’ ainsi que p" et 5" + 29" sont 
proportionels, en vertu des relations (20), il suffit à poser 














DN er y y E EUST SM er mue ur caer = = 
AT WE EAE =) my? a zu) EU (wb mL En "s ? 
RA e AM ARN EU ANA Ia 
— Ad y 2 zm u L- zu 11 
p E UE 2 y y + Lo 4 7 3 T zZ ui v & a 
AA AA 77 2 AA | z z AA y y" 
ou 
CUTE BE e oup 0 
= [7 COS — COS > = O, 
^ A d. A eT 


a 


= y = 2 L 
COS a — COS 9 — COS; = O. 
A^ ale A B A^ ! 


On aura donc 
COS 4 = À cosa, cos g = k cos, cos; = k cosy, 


mais 
cos? « + cos’ + cos’; — 1, 


.cos! a + cos” B + cos? y = I 
et, par conséquent, 
(24) COS 4 = Cosa, cos = cos f, COS; = COS;. 


Dans ce cas la surface I’ est tangente à la surface G le long du contour K. 
Supposons ensuite que les conditions II (19) soient satisfaites et que 
la fonction & pour chaque courbe sur la surface @ conserve un signe 
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invariable. Alors dans une certaine aire autour de la surface @, il 
n'existe pour chaque contour arbitraire qu'une seule surface G,, qui 
satisfait à l'équation 

(Ee 


et qui différe trés peu de la surface primitive G. 

Prenons dans cette aire un contour K, trés voisin du contour K. 
Faisons passer par le contour A, une surface @, et formons la fonction 
& pour le contour Kj. | 

La fonction & a toujours le méme signe pour le contour K et 
s’annulle pour 


COS 4 = COS 4, cos = cos ff, COS; = cosy, 


mais sans changer son signe. Alors si le contour A, est suffisamment 

voisin du contour K,& gardera le même ‚signe pour le contour K,. 

Ainsi, en resserrant, s'il le faut, notre aire, elle a les propriétés suivantes. 
1) Sul existe dans cette aire une surface satisfaisante à l'équation 


et qui passe par un contour donné, il n'en existe qu'une seule, qui diffère 
trés peu de la surface primitive. 

2) La fonction & a toujours le méme signe et sannulle sans le 
changer. 

On peut se demander, si dans l'aire considérée la fonction & peut 
sannuler toujours sur une certaine surface, qui passe par le contour pri- 
mitif C, et indépendante du contour d'intégration K (fig. 1). On voit 
que cela n'est possible que pour 


COS 4 = CO$ 4, COS 4 = cos B, COS 7 = COS 7. 


Dans ce cas la surface serait toujours tangente aux surfaces @, et, par 
consequent, elle serait l'enveloppe de ces surfaces. Mais, on voit immé- 
diatement que cette enveloppe ne peut pas étre située dans l’aire con- 
sidérée, car dans cette aire, il ne peut exister un contour qui est le lieu 
d'intersection de deux surfaces G infiniment voisines les unes des autres, 
et de la surface primitive. 
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Maintenant nous allons démontrer que s'il existe une telle aire A, 
l'intégrale I (1) étendue sur la surface donnée par l'équation 


‘dans le cas d'un maximum est plus grande, et dans le cas d'un mini- 
mum plus petite que la méme intégrale étendue sur toute autre surface 
régulière ou irreguliere, qui est située dans l'aire A et qui passe par le 
contour donné C. 

Imaginons d'abord une surface régulière /' passant p a 
par le contour C et située dans l'aire A. “Sur la sur- \ 
face /' nous traçons un certain contour A, de façon U ) | 


quil existe une surface G dans l'aire A, qui passe KR 
par K, et qui diffère trés peu de la surface primitive \ C 
G, et, ensuite, un autre A’, qui a les mêmes propri- 


étés et qui est trés voisin de K. 

Considérons l'intégrale J, étendue d'abord sur la partie de /' au 
dehors de K’, puis sur la surface G, qui passe par A’. La somme de 
ces deux intégrales soit: 

S(2 + 39) 


si nous appelons 2 la partie de la surface /' dans l'intérieur de K et 
90 la partie entre K et K’. De méme, l'intégrale J étendue sur la partie 
au dehors de A et sur la surface G, qui passe par XA soit 


S(Q). 
On aura donc 


K 
S(Q + 39) — S(Q) = [| Edudv = [[ Fdudv — [| Fauar. 


ur * 
K 


Dans les deux premieres intégrales lintégration est étendue sur des sur- 
faces G, dans la derniere sur la surface /' entre K et KA’. 
On voit facilement que le second membre n'est autre chose que 


— f 8l sin ods + (....), +... 
J 


Le 


(25) S(9 + 32) — S(9) = — [81 sin eds + (....) 


2 
t 
K 
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et comme & a toujours le méme signe 








(26) : [el sinwds — ©, fi sin cds = 8,22, 
K K 
si 6, est une valeur moyenne. Par conséquent 
S(9 + 399) — S(9) = — 68,89 + (....), +-.. 
et c 
» S (4 FF S 4 ? 
lim S(2 + 99): 8 (2) = 6, 
7=0 a2 js 
aS (2) = 
(27) 20 Op 


Supposons done qu'il s'agisse d'un maximum; alors 
©, KO 


et, par conséquent, S(4) croit toujours avec 2 et atteint sa plus grande 
valeur quand X atteint le contour primitif C. Mais alors 


S(Q) = [J Fdudv 


G 


et d'autre part 


S Fan n 


ou dans les deux intégrales l'intégration est étendue jusqu'au contour C. 
Par conséquent 


— 
ho 
oo 

— 


JJ Faudv > ff Fauav. 
ad 1° 
GEO JE: EB: 


Nous avions supposé que la surface /' fût réguliére, mais, il est facile 
de voir, que l'inégalité (28) subsiste encore, si la surface /'est composée 
d'un nombre fini de surfaces régulières. 

En effet, pour former la fonction & nous avons supposé que les 
deux contours K et K’ sont réguliers. Mais, cela n'est pas indispensable, 
ils peuvent bien être composés d'un nombre fini de parties régulières, 
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Il suffit de partager l'intégrale dans un certain nombre d'autres et donner 
à l'angle w des valeurs différentes dans chaque intégrale. Ainsi pour 
une telle surface /' l'équation (25) devient 


S(9 + 99) — S(9 --> ij 6D, sinods, + (....), +... 


Dans chaque intégrale les fonctions sous le signe somme sont continues. 
Alors, si 67? est une valeur moyenne 


m 


S(9 + 20) — S(9) = ne fi sta ds) ei. Mayr ne! 


mais 


n 


> fe 1, sin e, ds, = 92, 
Ky, 


p=) 


n 


> euo fi sinw,ds, = 8,02 
X. 
pal fe 
il en résulte que 
aS(2 TE 
em Mc S 


d'ou suit que l'inégalité (28) subsiste encore 


JJ Fauav > rau dv. 
G TE 


Dans le cas d’un minimum on & 
6>0o 


et done, évidemment 


[[ Fdu dv < [[ Fauar : 
“G T 


Supposons, enfin, que la surface /'soit tout à fait irrégulière. Alors, 
en général, l'intégrale 
i Fdudv 
^ 
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n'a pas de sens. Dans le cas, où l'intégrale conserve un sens nous pouvons 
toujours construire une surface polyédre /" trés voisine de la surface /' 
et telle que 


(29) rau dv — [ Fdudv 10 
1 Ted 


où 4 est une quantité arbitraire, dont on peut choisir la valeur absolue 
si petite que l'on veut. Maintenant nous construisons autour de la surface 
I’ une aire A’, qui est située dans l'intérieur de A, mais, de telle sorte 
qu'au moins une partie de la surface G soit au dehors de l'aire À’. 
Pour chaque surface polyédre dans l'aire A’ nous aurons (28) 


F dudv — (| Fdudv 
J (uto J audv > O 


s'il sagit d'un maximum. Cette différence, n'étant jamais zéro, a, certaine- 
ment, dans 4’ une limite inférieure. Alors, en choisissant une quantité 
positive À plus petite que cette limite, nous aurons 


(30) [| Fu do — [| Fdudv Uh 
G "i 


pour chaque surface /" dans l'aire A’. Fixons maintenant 
(31) id|«h 


et choisissons /" telle que (29) soit remplie. 
Alors il s'en suit de (29) et (30) 


[rau dv > fj Fdu dv -Eh — à 
: Hy 


G 


et en vertu de (31) 


[N Fauav > [[ Fauav. 
a / 


Dans ce seul cas le raisonnement serait en défaut, si la surface /' 
dans chacun de ses points était infiniment voisine de la surface G, car, 
alors, il serait impossible de construire l'aire A’. 

Examinons un peu le principe de cette démonstration pour nous 
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rendre compte du résultat, auquel nous sommes parvenus. Elle repose 


sur le fait que la fonction 
S(2) 


est complétement définie, quand nous avons fixé le contour K. Mais 
elle l'est seulement, si nous nous bornons à considérer les surfaces G qui 
passent par K et qui différent trés peu de la surface primitive G. Cela 
veut dire que non seulement les valeurs des coordonnées dans les points 
correspondants mais aussi les valeurs de leurs premiéres dérivées sont trés 
voisines. Avec cette restriction S(2) est complètement définie et, en 
faisant croître 2, nous arrivons toujours à la méme limite, à savoir, 


fJ Fanav. 


G 


Nous faisons, enfin, un résumé des résultats obtenus: 
»Pour que l'intégrale double, 


THON S TOOL 2% %,y,2")dudv 
Du nc p , , , , , 
c 


ou F remplit les relations I (4), soit un maximum ou un minimum, si 
l'intégration est étendue sur la surface 


= z(u,w, 4 — Yu, v); Z — z(w , v), 
il faut 
1) que x,y,z satisfassent à l'équation I (18) 


G — o, 
2) qu'elles satisfassent aux conditions II (19) 
F,F,— F2 — o, 


aB 2B 
ou ey 





1 1 7 Ab) 1 7 A 2 AJ 2) 9j 22 
Fg E — »( + F,) — FB? + 2F,BB, — FL o, 
3) qu'elles donnent à la fonction & définie par III (10) un signe 
invariable, savoir, le signe — pour un maximum et le signe + pour 
un minimum. 
Si ces conditions sont remplies, en nous bornant à considérer telles 
variations, ou non seulement les variations des coordonnées mais aussi 
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les variations de leurs premières dérivées sont infiniment petites, nous 
avons démontré que l'intégrale double, étendue sur la surface 


x — z(u, v), y = y(w , v), 2 —2(u,%) 


dans le cas d’un maximum est plus grande et dans le cas d’un minimum 
plus petite, que la même integrale étendue sur toute autre surface re- 
gulière ou irrégulière, qui passe par le même contour et qui n'est qu'une 
variation infiniment petite de celle-la.» 
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NOTIZ ÜBER EINE METHODE ZUR 
NUMERISCHEN UMKEHRUNG GEWISSER TRANSCENDENTEN 


VON 


TH. LOHNSTEIN 


in BERLIN. 


Herr C. Runge hat im 15. Bande dieser Zeitschrift (S. 221) eine 
Methode zur numerischen Umkehrung der Exponential, Kreis- und ellip- 
tischen Functionen entwickelt, die, wie er glaubte (vgl. Nachschrift der 
betreffenden Abhandlung) bisher nur in dem Spezialfall der Berechnung 
von z bereits früher angewendet worden wäre. Ich erlaube mir zu be- 
merken, dass die Methode bereits sehr alt, wenn auch in neuerer Zeit 
vergessen worden ist und dass sie im wesentlichen auf die Benutzung 
der sogenannten Stirlingschen Interpolationsreihe hinausläuft. Es muss 
Herrn C. Runge das Verdienst gelassen werden, diese von ihm unab- 
hängig aufgefundene Methode in ausserordentlich durchsichtiger und ele- 
ganter Weise begründet zu haben; Herr Kart ScuELLBACH aber war es, 
der in seinem Werke Die Lehre von den elliptischen Integralen und den 
Thetafunctionen (Berlin 1864, bei Reimer) diese Art der Berechnung zuerst 
auf die elliptischen Integrale angewandt hat, ohne allerdings wie Herr 
Runge den Grad der erlangten Annäherung allgemein festzustellen. Man 
erkennt leicht, dass die Formel (1) des $ 159 in dem genannten Werke, 
wenn man sie bei einem endlichen Gliede abbricht, vollständig mit dem 
Resultate von Herrn Runge übereinkommt, nur dass sie sich auf die 
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iterirte r-Theilung des Argumentes bezieht, während Herr Rune sich 
von vornherein auf die — practisch in der That nur in Betracht kom- 
mende — Zweitheilung beschränkt hat. Die etwas schwerfällige Dar- 
stellung SCHELLBACHS mag es verschulden, dass auch nach ihm die in 
Rede stehende Berechnungsmethode der Aufmerksamkeit der meisten Ma- 
thematiker bisher entgangen zu sein scheint. 


143 


ZUR THEORIE DES KRÜMMUNGSMAASSES DER FLÄCHEN 


VON 


R. vos LILIENTHAL 


in MÜNSTER i/W. 


Im 14" Bande der Acta mathematica, S. 95 ff., führt Herr Ca- 
SORATI ein neues Krümmungsmaass ein, das er dem Gauss’schen an die 
Seite stellt. Indem ich die Beantwortung der Frage, welches von beiden 
vorzugsweise den Namen »Krümmungsmaass» verdiene, dahingestellt sein 
lasse, glaube ich die Wichtigkeit des Casorarrschen Satzes darin erkennen 
zu dürfen, dass er einen, unabhángig von der analytischen Darstellung 
der Fläche, ausdrückbaren Begriff, somit etwas für die Krümmung der 
Fläche Characteristisches liefert. In diesem Sinne haben dann auch ana- 
loge Begriffe mit derselben Eigenschaft Interesse, die sich in Bezug auf 
das Casorarrsche Krümmungsmaass ähnlich bilden lassen, wie ich dies 
bezüglich des Gauss’schen in meiner Arbeit Über eine besondere Art von 
Strahlensystemen (Mathematische Annalen, Bd 31, S. 86) gethan habe. 
Um den folgenden Entwickelungen grössere Einheitlichkeit zu geben, werde 
ich die gedachten Resultate auf einfachere und directere Weise, wie am 
angeführten Orte, herleiten und sodann mit denselben Mitteln dem Ca- 
soRATIschen Satze analoge Sätze begründen. 

Die Coordinaten x, y, 2 der.Punkte einer Fläche, welche weder eine 
Kugel noch abwickelbar sei, betrachten wir als reguläre Functionen der 
unabhängigen Variablen p und g. Die Hauptkrümmungsradien seien p, 
und p,; die Richtungscosinus der Tangenten der zu p, resp. p, gehören- 
den Krümmungslinien mögen mit 4,, B,, C, resp. A,, B,, C, bezeichnet 
werden. Da jede durch den betrachteten Punkt (x, y, 2) gehende Flächen- 
tangente in derselben Ebene liegt, wie die Tangenten der Krümmungs- 
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linien, müssen Darstellungen der Differentiale 


Form existiren: 
ok 


dy 


a2 = 


wo K, und K, lineare Formen von dp und dq bedeuten. 


R. von Lilienthal. 


dx , dy, dz von folgender 
A, K, 3r A,K,, 
BLK, + B,K,, 
C, K, + C,K,, 
Um dieselben 


zu bestimmen führen wir die Winkel o und c ein mittelst der Gleich- 


ungen: 


VL cosa = A 
VL sing = A 


VN cos (o — e) = A 


VN sin (o — ¢) 


4B ROG. 
GAL a 
-4,, +B +05: 


Hier bedeuten X, Y, Z die Richtungscosinus der Normalen der Fläche 


und ausserdem ist gesetzt: 


Nimmt man: 


so entsteht: 
dX 


dy 
| dZ 


Hieraus ersieht man, 
zu o, und H, = 0 
Kriimmungslinien ist. 
K, 


2 


, = JL sinedp + /N sin (o 


nur durch von dp und dq unabhängige Factoren unterscheiden. 


^ w€XxGy 


; = VL cos odp + VN cos (c — e)dq, 





ç)dq, 


ASH ACT. 
B,H, + B,H.; 
CH OH. 


dass sowohl Z7, = o wie K, = o die Gleichung der 
wie A, =o die Gleichung der zu o, gehörenden 
Daher können sich H, und K,, ebenso H, und 


Um 
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dieselben zu finden, bemerken wir, dass der Krümmungsradius eines Nor- 


malschnitts der Fläche gegenwärtig durch die Gleichung: 


Ki + K: 
SS — HE HR 





bestimmt wird, welche für AK, — o den Werth p,, für À =o den Werth 
p, von p liefern muss. Daher ergiebt sich: 


K, = —p,H, K, = — p,H,, 
und hieraus: 
dx = — À p,H, — Ap, H,, 
dy = — B,p,H, — B,p,H,, 
dz = — C,p,H, — C,p,H,,. 


Im Folgenden haben wir àhnliche Darstellungen der Differentiale 
dA, , dA, ete. nöthig. Um diese zu erhalten, projiciren wir die Gerade, 


dA, od B od : 
deren Richtungscosinus À, E SH, Bi - sg, P "EC Re — , sind, 


‘und welche durch den Punkt mit [o Coordinaten x a uus (d £e BH, 
z — p,C, H, geht, auf die Tangentialebene. Die Projection schneidet die 
Gerade (A,, B,, C,) in einem Punkte, dessen Abscisse in Bezug auf den 
Punkt (xr, y,z) R, sei. Man hat dann: 





R 


1 = 





‘ad A, ’ 





und ähnlich ergiebt sich: 
Bs oui : 
R, dv ya od A, 
! 9H, 


R, und À, sind die geodätischen Krümmungsradien der Krümmungslinien. 
Aus den Gleichungen: 





Pray Aro, SNA AE sun 


! 9H, 
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folgt: 





und aus den Gleichungen: 


ad A, SEN adA, p, 
yx oH, © IA u IA, SH UR 














folgt: 
9d A, A p 
oH, 8, 
Man erhält somit: 
—_— (3:4, + X)H, AR 
Um so is Base Yn, + ZB, 
"ge (& TRES Z)H, BU De 


L 


und analog: 


4B, = P: B,H, — Cae “u Y)H, 
aC, = 2:0, H, — = Cone Z) H 
Demselben Werthsystem p, g entspricht ein Element — O — der Fläche 


(r,y,z) ein Element — P, — der Kugel (X, Y, Z), ein Element — P, — 
der Kugel (4,, B, , C,) und ein Element — P, — der Kugel (4, , B, , C,). 


; : : dom s 
Die entwickelten Formeln zeigen nun, dass das Verhältniss © durch den 


absoluten Werth von 





, das Verhältniss = durch den absoluten Werth 


512 


I de. GE 5 
von —,-, das Verhältniss — durch den absoluten Werth von dar- 








ph, 0 Pak; 
2 : I se 
gestellt wird. Sowie nun (Gauss den Ausdruck —— als das Krümmungs- 
PıPa 
a : : : 1 I 
maass der Fläche bezeichnet, kann man die Ausdrücke —— und 
p, E, p, T, 
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als die Maasse der tangentialen oder gèodätischen Hauptkrümmungen der 
Flàche ansehen. Die Verschiedenheit der Vorzeichen bezieht sich dann 
auf die Art und Weise, wie die Krümmungslinien einer Schaar làngs 
einer Krümmungslinie der anderen Schaar gelagert sind, und diese Lagerung 
bestimmt sich durch die Angabe, dass die Tangenten der ersten Schaar 
sich auf der einen oder anderen Seite der betrachteten Linie der zweiten 
Schaar treffen, eine Unterscheidung, welche hinfällig wird, wenn die der 
ersten Schaar entsprechende Krümmungsmittelpunktsfläche abwickelbar ist. 

Gehen wir nun zu dem von Herrn CAsorarı aufgestellten Krüm- 
mungsmaass über. Man denke sich um den betrachteten Flächenpunkt 
P einen unendlich kleinen Kreis beschrieben, dessen als constant betrach- 
teter Radius das Linearelement ds ist, dessen Flächeninhalt somit durch 
zds* gegeben wird. Jedem Radius dieses Kreises entspricht eine Nach- 
barnormale, und wenn man den Winkel 7, den eine solche mit der Nor- 
malen in P bildet, von P aus auf dem entsprechenden Radius aufträgt, 
so entsteht eine neue geschlossene Fläche, deren Flächeninhalt: 


e 
27 
I 
- f cda 
Ze 
0 


ist, wo a den Winkel des radius vector mit einer festen, sonst beliebigen 


Tangentialrichtung bedeutet. Herr CaAsoRATI bezeichnet nun das Verhält- 
niss des letzteren Flächeninhalts zum ersteren als Krümmungsmaass, so- 
dass für dasselbe sich der Ausdruck: 


ergiebt, oder da: 7° = dX* + dY* + dZ*: 


DEI IH 
E. —js; da. 


0 


Rechnet man den Winkel « von der Curve H, = o aus, so wird: 


=o Hi 
D x2 


ds 
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und für jenes Krümmungsmaass, das mit € bezeichnet werde, ergiebt sich: 


, C= 


Nile 


Man kann nun, um zu ähnlichen Ausdrücken zu gelangen, an Stelle 
von zr andere Winkel nehmen, die ebenfalls mit ds unendlich klein von der 
ersten Ordnung sind. 

Zunächst bietet sich der Winkel dar, den die Tangenten zweier be- 
nachbarter Krümmungslinien derselben Schaar mit einander bilden. 

Setzen wir: 


9 2 


C, iE i | dA; + a: + IE: I | 


ds” 
0 0 


"dA? + dB? + dC? 
a da, 








ds 
so liefert eine einfache Rechnung die Werthe: 


I I I I I I I 
(stmt Gi tm) 


Betrachtet man ferner die Radien des oben erwähnten unendlich 
kleinen Kreises als die Anfangselemente einer sich von P aus nach allen 


Q 
| 


- 
Nile 


Seiten über die Fläche hinerstreckenden Curvenschaar, so entsprechen den 
Endpunkten jedes Radius zwei benachbarte den betreffenden Fortschreitungs- 
richtungen conjugierte Tangenten, die sich unter dem Winkel c schneiden 
mögen. Es frägt sich, welchen Werth alsdann der Ausdruck 
2x 
i lu 
IC = a — da 
27 ) ds 
[0 
besitzt. Für den Winkel » erhält man die Gleichung: (S. Mathema- 
tische Annalen, Bd. 31, S. 88) 
H,dH, — H,dH, 


A EC o AIEO die 1 e at 
de peas Bn e 


woselbst der Ausdruck H,dH, — H,dH, durch das Gesetz, welches die 
gewählte Curvenschaar beherrscht, bestimmt wird. 

Es seien zunächst die fraglichen Curven solche, deren conjugirte Tan- 
genten mit den Tangenten der Krümmungslinien constante Winkel bilden. 
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Dann ist: 
H,dH, — H,dH, — o 


und, falls hier der Werth von K mit K, bezeichnet wird, folgt: 


x n I 
eee 
Man hat daher den Satz: 
QOL CO CAN 


Zweitens legen wir den in Rede stehenden Curven die Bedingung 
auf, isogonale Trajectorien der Krümmungslinien zu sein. Dann bilden 
ihre Tangenten mit denen der Krümmungslinien constante Winkel und 
dies liefert die Differentialgleichung: 





H,dH, Di H,dH, = H, H,(p,dp, — pıdp,) 5 
P1P3 


Es werde nun: 
do, = p,, H, + £13 Hs, 
dp, = p,, H, + Pr 


gesetzt. Aus den Integrabilitätsbedingungen der Differentiale dx , dy , dz 
folgt dann: 
(p, TE PrP: E 


2 





fep —— 


(6 = Ps) 2 
P351 = Ve. 


1 


Dadurch nimmt die Gleichung für w die Form an: 


um s - d es 3 Pie pu) 2 
ot R, 2, Huf; 





20, — Dy | Par‘ 2 __ Pr ps 
== ( R, + 2) Hy Hi R, H; 





Bei der Berechnung von K treten 7 bestimmte Integrale auf, von denen 
3 Null sind. Bei den übrigen 4 Integralen macht sich der Umstand 
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bemerkbar, dass sie verschiedene Ausdrücke erhalten, je nachdem die 
Fläche im Gauss’schen Sinne positiv oder negativ gekrümmt ist. 

Man erhält bei positivem Werth des Produkts 9,9, die Gleichungen: 














| Hi 7 us p,r(pi + 30192: + p) 
J any Hus Gre pe. 
0 
27 
i HD NT 
ra TD eo 
0 
a 
* HiHi "pr 
(Hi + Hirde" = (o, + pj" 
0 








| Hi date pır(pi + 3P102 + p) 
(Hi + H;)*ds* pios + p2* 


und aus diesen ergeben sich die bei negativem 9,9, statthabenden Gleich- 
ungen durch Ersetzten von p, durch — p,. 
Bezeichnen wir nun den Werth von X mit K, oder A, je nachdem 


p,p, positiv oder negativ ist, so erhalten wir: 


Pie: + pi) ae 4p: 


Ps(P1 ats Pa) Ar Api + Tus 
1 


Re 





^ I 
PT 2(p, + p.) 





2 2 2 2 
401022 40:pu Qupa 21 
za dep ad es 
Rp, Rp, 3 


E ! 
Pi 0; | 





= I 40, — p 0, — 40 4 OO 0. 0,. 
BIKE = ( LE IL D : ) = e 11 P i) 
Ry i5 Hi T (ep, —p,) NR, p, ik Ry py, 














(pa —p,) \ pi p 
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Endlich mógen die betrachteten Curven die Eigenschaft haben, geo- 
dätische Linien zu sein. Die Gleichung der letzteren ist: (Mathema- 
tische Annalen, Bd. 31, S. 92) 


H, H,(p,dp, — p,dp,) + p,p,(H, 4H, — H,dH,) + as (fe Hc H,) — 0, 


1 


und dies liefert für w die Gleichung: 





3 2 
MES ipis Hi — (pois — 201021) HH (2030 


1x) H, Hi — P2Pai H; 
pipi Hi AF H;) : 





Nennen wir den hier auftretenden Werth von K, je nachdem p,p, positiv 
oder negativ ist, X, oder K;, so folgt: 


I 
K, — apoio, + py Pss + pnp, + 39192 + 23) 


als Pups "xS 201102113 = 212022031 m fpi]; 


71 I 2 2 
K, = zgipp. — ay Pins — Pa) Pi — 110,0, + pi) 


SE P3 f MES 60:21 0155 xis 6222 PP: P2P1}- 


Wenn von den beiden Hauptkrümmungsradien der eine eine Func- 
tion des anderen ist, was durch die Gleichung: 


gi = fo) 
bezeichnet werden móge, so finden die Beziehungen statt: 


PP Ey £1) 
= AE) 


P RENDUM 


wa __ pals mn Pal (p,) 


Pas — R 
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Dies liefert: 








TUR rayo ARES pi(2 — Ce, = Pf (os) 2y | 


P3 


+ Im | ess To) let Ma A a) afta Il 


s I I i P. ETE I P, f Co.) c 
Ki = a6, ele zu) kur le} 


(le 
K — — i 
= 2(P, Too 


EMILIA] 





= p> : os (0, als pan s pio. — at (ent | 











, I I , 
Ky = 2 ( EL 03 ( 0, u p Tap: PT (2,)}° 


: / 0, 3 
fete — (n — 75) JI. 


Speciell für Minimalflächen ergiebt sich: 


Santiago de Chile, September 1890. 


SUR LES VIBRATIONS LUMINEUSES DANS LES MILIEUX BIRÉFRINGENTS 
PAR 


VITO VOLTERRA 


à PISE. 


Introduction. 


I. LAMÉ a consacré la 22*"* et la 23°" de ses lecons sur la 
théorie mathématique de l'élasticité à des recherches sur la possibilité 
d'un seul centre d'ébranlement dans la propagation de la lumière dans 
les milieux biréfringents. Il observe que »lors d'une seule onde pro- 
gressive produite à l'origine des coordonnées, centre unique d'ébranlement, 
un point M dont les coordonnées sont (x,y,z) sera agité à deux époques 








différentes AN: 
d v? — VE — 44RP 
= =: : 
Lo VERE E 
„= 
2q 
ou 
Er JE e e Q = Xa'(b?-r c’)x? 4 — ar bac: 


a,b,c, étant les axes d'élasticité. 
»Si le centre d'ébranlement exécute une suite indéfinie de vibrations, 
le déplacement y sera représenté par les projections 





t—À AE 
(1) ys ; 00827 5, + Y, cos 27- TU 





d à 
Z, cos 2z 3 "+ Z, cos am 
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(X: E u Z,) et (X, ? 


Y,, Z,) étant des fonctions de (r,y,z) qui devront 
donner pour (7 — 0, ¥ — 0, 2— ©) : 





je CD es NT LA 


Z, + Z, =D 
Par suite LAMÉ s'est proposé de chercher les intégrales des équations 


9 fou av 9 /aw ou ru 
Nae jj—vz(2—z)-ae 








dy \oy iy 92 Noc 92 ot 
2 9 far ow 49 [ou 9v 9?v 
E zx) su) un 
2 dz \oz 9a ox \0y ou ot 
"t 9 (= x) " 9 (= x __ 9°w 
9x Nox oy oy \dz oy/ at? 


qui ont la forme (1). 
Par un calcul fort laborieux, conduit avec une grande habileté, il 
atteint le but de déterminer les fonctions inconnues X,, Y,,4,;X,, Y,, Z,. 
Lamp observe que ces fonctions sont indéterminées le long des pa- 
ralléles aux axes optiques conduites par l'origine et sont infinies à l’origine. 
En remplaçant dans les formules (1) les fonctions 
2z(t — À) 2z(L —.4,) 


COS — —— —^, cos 


I ~ 


par 


B(t+a)+et¢—A) — FA) + g(t — A); 


F,.c,,P,,c, étant des fonctions arbitraires, u,v, w restent toujours 
des intégrales des équations (2). 
Donc on a que 


US X Unt xls À) x gt nx À); x X,{F,(t als À,) sf e, X À)h 
0 TOP s À) cr e, e A) RE YAP =F À) RE gt BA À)) 
w= Z|F( HA) + e — A) + ZU + à) et — 4) 





verifient les équations de LAwÉ. 
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2. Les vibrations lumineuses dans un milieu isotrope dépendent de 
l'équation différentielle 





2 2 2 42, 
(4) = = ate i ou ou 

et cr Oy” 02” 
.dont on a l'intégrale 


on Prec Vt) e(r — Vt) 
6) „rem em 





où 
rc e y! zz 

et F,@ sont des fonctions arbitraires. Cette intégrale présente une 
analogie avec les intégrales (3) et comme elles, devient infinie à l'origine. 

Il est connu qu'on peut déduire l'intégrale générale de l'équation (4) 
sous la forme donnée par Poisson, en partant de l'intégrale (5) et en suppo- 
sant vérifié a priori le principe de HuyGxexs. C'est par là que M. Porx- 
CARE démontre dans ses lecons d’optique la vérité du principe de HuyGuens. 
On peut maintenant se poser la question: Qu'est-ce qu'on trouve en appli- 
quant le méme procédé, lorsqu'on part des intégrales (3) et qu'on suppose 
vérifié le principe de HvycuENs? Nous avons montré dans l'article 5 de 
ce mémoire, qu'on tire de là les fonctions que M"* KowarEvskr a données 
comme intégrales “générales des équations de LawÉ. Si l'on pourrait vé- 
rifier que les formules trouvées de cette facon satisfont les équations de 
LAME on aurait justifié l'emploi du principe de HuyGuens. 

Mais nous avons montré dans l'article 5 que cette vérification n'est 
pas possible. D'où ressort ce résultat qui à première vue semble bien 
singulier? 


3. Pour trouver le noeud de la question, il faut avoir devant les 
yeux la surface des ondes ou l'on ait dessiné les systémes des lignes 
sphériques et elliptiques qui forment les coordonnées curvilignes consi- 
dérées par M. Weser. (Voir article 3.) 

Prenons comme fait M. WEBER 


z = bsn(u,, k) dn(u, , p), Hoi b : 
= a?— c 
y = acn(u,, k) en (u, , p), 
NEN a’ b? — c° 
2 = adn (u, , k) sn (u, , pe), MG A TERR. 
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Voici ce qu'on verrait en regardant la nappe extérieure de la surface 
des ondes du côté des y positives. 





Voici au contraire ce qu’on verrait en regardant la même nappe du 
côté des y négatives. 





%y, 
“ep 


Ces figures montrent que w, est discontinue le long des lignes w, = K, 
u = — IK. 

Prenons maintenant les premiers termes des intégrales (3). Nous 
avons trouvé dans ce mémoire (article 4) ces intégrales par un procédé tout 
à fait différent de celui suivi par Lame. Les expressions sous lesquelles 
résultent les quantités X,, Y,, Z sont 
(6) | (pb sn ut ena, à | mu, sn u, dn My dn u, en u, dn u, 


a ee Eee 
au, au, À au, A 


’ 








! AK et AL sont les périodes réelles correspondantes aux modules k, u. 
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où 
= HORE 29972 2 22 Nez 2 
A — 1 — k* sn^u, — p’sn’u, + (p^ + k* — ı)sn’u, sn°u, 


et u, remplace le paramètre À, de Lane. 

Ces expressions sont telles, qu'en prenant garde aux figures que 
nous avons dessinées, on voit bien aisément que X,, Z, sont des fonctions 
polydromes des coordonnées z, y, z des points de l'espace. Pareillement 
on a que X,, Z, sont des fonctions polydromes. Cette propriété ne 
s'apereoit guère au premier abord, lorsqu'on examine ces quantités sous 
la forme que leur avait donnée Lane. 

C'est pourquoi il s'était trompé lorsqu'il avait cru qu'elles pouvaient 
représenter les vibrations lumineuses provenantes d'un centre d'ébranlement. 

Ce sont les mémes fonctions (6) qui paraissent dans le mémoire de 
M"* Kowazevski. Lorsqu'on s'apercoit qu'elles sont polydromes, on voit 
aussi que la méthode découverte par M. Weierstrass pour l'intégration 
des équations linéaires aux dérivées partielles ne peut pas étre appliquée 
pour intégrer les équations de LAMÉ en se servant des coordonnées de 


M. WEBER. 


4. Le premier article de ce mémoire est consacré à la transformation 
des équations de l'optique de Lame en coordonnées curvilignes. 

J'applique les formules trouvées au cas particulier des coordonnées 
de M. Weser. De cette facon je trouve, par un procédé’ bien plus court 
que celui suivi par Lame les intégrales (3) sous la forme que je viens 
d'indiquer. La discussion de ces intégrales est faite dans l'article 5. Dans 
l'article suivant je trouve un théorème analogue à celui de GREEN et 
jy applique la méthode employée par KircHHorr pour généraliser le 
principe de Huycnens. Enfin les derniers articles sont consacrés à trouver 
les intégrales 'générales des équations de l'optique en partant des inté- 
grales de LAwÉ et en prenant garde à leur polydromie. 





* Ce procédé ne diffère pas essentiellement de la méthode suivie par M. BRILL 
dans un mémoire [Math. Ann. 1° Vol] que j'ai connu seulement après avoir rédigé 
mon travail. 
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ART. 1. Transformation des équations de Lame en coordonnées 
curvilignes. 


1. Soient w,v,w les composantes du déplacement d'un point (x, y, 2) 
d'un milieu élastique homogène, 
En posant 











Ov Ow 

Ua — 
22 oy 
= ow Qu 

I I V=—— 
( ) Ch S 
es ou ov 

| W=— C 
OY ox 


les composantes des rotations des éléments du milieu, seront données par 


W. 


(SZ EL. 
tole 


Prenons les axes coordonnées w,y, 2 parallèles aux directions des axes 
d’elasticite, et soient 
(LENSES (D 
les axes d'élasticité. 
On écrira les équations de Lame de la manière suivante ' 





ot^ Oy 92 
9*v aU oW 
(2) Bee ! 
| at 02 oc 
Ow oV ol 
| == IL quel. 
ot” ox 27 


Ces équations peuvent s'obtenir en annullant la variation d'une intégrale. 
5 ER: 
in effet, si l'on pose 


(3) P=? +57? + cW’, 





* LAMÉ, Leçons sur l'élasticité, dix-septième leçon, 
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(5) l= : f fr — Pasit, 


Lt Q 
15$ 


t ,t étant un intervalle arbitraire de l'espace, on aura 


ty 


* ( pawddu , dvddv , dw ddw 
^ — = —— E 
ala a lot ot o 

QS 


ul Se) + ey (mE — o) emm 


9 Oy ox 


du | 90v 








31 d'Sdt. 


Supposons que les variations du, dv, dw soient nulles aux limites des inté- 


grales. Par des intégrations par partie on déduit de l'équation précédente 


29]. sam 


RUE ENT (rs oW oV 9° 
ee te) 





ew (22 pog a) esu. 


On tire de là les équations (2) en posant 


ol = o. 


2. Considérons maintenant un système de coordonnées curvilignes 


Uy, Uy, Uy. SOit 


ds? = Hd + Hyd + H,du + 2H,du,du, + 2 Hj, du,du, + 2 Hy, du, du, 


le carré de lélément linéaire. 
Posons 
Ian gi oH. 


| d (x oz FE 
te os les aL.) | = IH, ? I, , Ir 
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Désignons par ¢,, £,, f, les 
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N 


tangentes aux lignes 2 


u, — Const. u, — const.; 
u, = const., u, = const.; 
u, = const., u, — const. 


Les composantes des déplacements des points du milieu dans les directions 
& ,t,,t, étant v,, v,, V,, on aura 




















v 9% v, 9% v, 9% 
u = v, cost x + v, cost,x + v,cost,x = — — ——, 
1 1 2 2 3 3 H H 5 H 
V 11 OU, V 22 OU, V His OU, 
DOC v, 9 EIC) 
v =, cost,y + v, cost, y + v, cost, y = Bak fa: cud RER 
VH, ou, vH,, ou, VHS ou, 
: v. 08 v, 9% v, 08 
w =v, cost,2 + v,cost,2 + 9, cost, 2 = ——— = — + ——. 
VH,,ou, VH,,ou, VH,, ou, 
Si l’on pose 
(6) pP, = = pP, = = aM 
lw IEEE Pos , EDIT Emm 
V H,, vH, fee 
on trouvera 
Ox 9x Ou 2 
uu = p, — à — 
D zu, a eur 
Oy Oy oy 
v= D, —— + p, — D, —— 
(7) hi ou, tb qu, + Ps au, 
9% CH 22 
Ww = D, — <— à — 
hi ou, 37 2 Qu de Ou 
Par un théorème bien connu on peut toujours trouver trois fonctions 
À 1 H ? y, 
telles que 
94 9n 
u=—- + y= 
Ow D 9x” 
| dA Ou 
8 Ÿ = — DE 
( ) oY ar oY 
9 Ou 
W=— + y Le 
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d'ou 


Ze y) 7 (p.v) ur .d(p.v) 
Ux y ,2) ! IE Td ui 











On aura donc 


d(p , v) d(u, , u,) d(p,v) d(w, , ») p ‚v) d(u, , u,) 
d(w, , w,) d(y , 2) d(u, , u,) d(y, z) dw, ,w,) ay, 2) 





AE d(p,v) dx I d(n,v) dx ze I d(p,v) 9% 
m d (u, , u,)ou, D d(w, , u,)ou, D d (wu, , w,)9w, 





E: VH, d(p , v) costa + VH, d(p , - ‚cost T 4 VE d(p, v) 


D FRET NE D dus vias .D d(u,, u,) 
2 3 t) 1 2) 





cos f, d. 





De méme on trouve 


y VH,, H,, dp, y) VE. 4 Up, v) 




















JD ES cos fy EYE ES Uds. CAE a + ^ d(u, : ch Y, 

= JAH, d(p 3 ES d(p , v) 5 Up 
no \ 11 / ? OS \ i / VH,, v) a „ 
n — JD). qne u) aa Jr, din, u es Do D MES à ION. COST 


C'est pourquoi les composantes des rotations des éléments du milieu dans 


les directions £ f,, seront données par 


119) his 








py ivan die, 2. 
wo 2 JD qs 

ye = 1V4,, d(m, v) 
z 5 e D) GN u) 


I "ems ı YH,, d(u, v) 
BEN 22 D d(u,, u,) 





On tire des équations (8) et (7) 














9À 9 

( +o LL ALME y ue ~ = Hu, + H,,p, + Hyp, LL 
oA 9 9 

"et EXC a = ra UE y i wo = — Hp! + HD: 4 Hg = 4, 
0 au = 92 

| ou, Su des "2 Bri + au, Hp, + Hp, + Hp, = 9% 
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d'ou 
d(p.v) ^99, 94, 
d(u,,u,) Ou, ou, 


d(n,v) 94, 94, 
d(u,,7,)  9u, du, j 


d(p.v):.- 90 L 9g, 


d (1. 5 21.) Wou, ou, 3 








et par suite 





























z D Neu ou 
Posons 
V. V. V, 
(10) Pi =, P, => = PR = l5 
V H,, V LER. VA, 


On aura pour les rotations des formules parfaitement analogues aux 
équations (7) que nous avons établies pour les déplacements: 


ox ox ox 
U= P —-r-P,— —, 
lou, ai 2 au, sau, 
oy Oy oy 
Vp pee 
(11) lou, 2E ? Qu, 3 au,” 
02 92 CH 
yw cq 28 pe 
lou, SEE ou, ide ou, 


3. Nous nous proposons maintenant d'exprimer les quantités 7 et 
P par les fonctions p, , p,;, p,; P,, P,, P,. Il est bien facile de déduire 


des équations (7) ANNE i-a" MED 
n-— (=) T (=) + Ge 


thes 9p, 9p, 9p, ,H. 99: Ps 9p, 9p, Ty Pa 2Ps 
= Aula; HH A(z ) ‘Hg *) EXIT ot ol er ot ot +24, a 
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De méme, en posant 


Ou 9% 2 OY OY 92 coe 
Er c 
Key uo o Ou, Ou, uy ou, OU, 
3 i 
or 9% oy oY 02 02 
Ji eno ie —— Ql 
ue Ou, Ou, du, ou, Ou, ou, i 


on trouve 


= Ki Pi TESI 


a 
ds ou, ou, 


9 9v Oa 





2 OY OY 92 92 
p 8 99 c? 


ou, OU, 











P = a U? +b’V’ + c°W° 


, 
ou, OU, 
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2E KP: 2KSP.P, + 2K P, P, + 2KSPLP,. 


4. On peut maintenant transformer les équations de Lame en coor- 


données curvilignes. 


En effet, on aura 


22 ot 


9p, LH 2) 


23 et 





I sm _ Pi » 9p, 9p, m à 9p, 
Lar = (m, S PH, EH, + o(11,, De +H 
Ps x 9p, 9p, " 9p, 90q, E E 9p, 90q, 
+= AIS 31 54 "udine ot d ss 3p) — ot pss 2 


I 
2 
et en posant 


À | 


| 


Sp m P. LE, 


> Po Us K,,P,)0P, ar (KP, du Ke: 
Ar (KP, mE KP, ae K,,P;)0P, 


KE, + KP T KP, 
ee CP RR Pr. 
RE “Is KP 7 Tee 


I 


ot ot 


POA Keer: 
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on trouvera 


De ANT 90q, 204, 204, 204, où 204, 
EE -,[0 (Ce 2) + 0,( js P c e (Sh —29] 


ou, ou, ou, 





Par suite 


(13) il = oJ faf T — P) Ddu,du,du, 





zt [ a "pps 90q, — = be op, e] 





où 20 204. 901 90Qq 090g, 
A Q, (ee à) 0,( re ah) ice Q, (e — e) du dun, 


ou, ou, au, ou, au, ly 


Les variations 09, , 07,,0q, étant nulles aux limites des intégrales, 
l'équation précédente peut être remplacée par 


h 
ari-— [a | 








x op  eQ > 9?p, 9Q, , 20 
^h [D T "CES =| Yd E E up | 








hJ 9*p, 20, 2Q, 
eli n| Da | 9u, 1 malt 


Donc, si df = o, on aura, 





poe E. 2Q, 2Q, 
ot? ou, ou 





9*p, 9Q, 20, 
(14) DE OL OUR 





2°p, Le 2Q, aq, 
ar mE ou, au 


Voilà les équations de Lame transformées en coordonnées curvilignes. 


5. Nous donnerons ici quelques formules dont nous nous servirons 
dans les articles suivants. 
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Les équations (9) résolues par rapport a w, v,, donnent 











Qu Qu ou 
U = 0 1 0 2 0 3 
D 5% HIDE SLUT ws : 
ou, ou, 
I v= 
( 5) dy xd Boy arg ie 2 
Qu Qu ou 
w= Q, — == — 
di 92 "p Tr 
© ^ D \ a domos ou Ou, Qu 
Ajoutons les équations (12) aprés les avoir multipliées par aid E ; FR 
On trouvera 
ou ou ou, 
Qu + QI b Qo 
ou ou ou 
"Up 7 1 2 3 
= P(K, + er en) 
ou ou - OÙ, 
3) 1 2 3 
+ P(K I E + Ron) 
7 OU, ou, ou, 
+ P(K, T + Des T 








d'ou 

(16°) a*U = @, a TE ~ EO) - 
De même on aura 

(16!) DA =) = U.) a Ha) = 
(16"") eW-Q 492-92 


6. Nous venons de transformer les équations de LAME en suivant 
la méthode ordinaire, c'est à dire en reconduisant la question par les 
principes du calcul des variations à la transformation d'une intégrale. 
On peut faire la transformation par un autre procédé très-simple que je 
vais exposer en peu de mots. 


166 Vito Volterra. 


Soit o une surface quelconque dont le bord est formé par la ligne s 
et soit n la normale à cette surface. Désignons par À et p, des coor- 
données curvilignes des points de la surface. En multipliant les équa- 
tions (1), (2) par 





_d(y,2) 7 
cos nx do = rie) dhdp, 
E d(z , x) 522) 
cos y do = AUS) dde, 





ee 2) 
cosnzde = a dÀdp. 


et en intégrant sur toute la surface e, on trouve par le théorème de 








STOKES 
"yr (y , 2) E ‚d(®, y) 
frise TY t Waa ^ ian 
= f (udz + vdy + wdz), 








du T3 Suis .d(z , x) ie, y) 
| |^ d (à , WEE "aor TP D Juan 


- fetis + ra + er 


Si nous posons 





ox oz ox 
T - P = P scii : ean 
U Lou, =e ? Ou, 3 Qu,” 
91 91 91 
Vp pa m 
129wu Qu Qu 
oz 92 ez 
Jmm DEE Tr re 
N 1 Qui, MC 8 Qu.” 








oy , 2 oy 


=)» 
d Bis, 


[s 
pes 
J 
E videare 
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il est évident qu'on trouve 




















d(y , 2) rd (x , v) vi, v) 

d (À , p) + , d(d, p) d d(À , p) 
x d(u, , Us) dw, , 9) s d (ws ys 
= DEP, xu ror rM 


, LUE) _d(e, «) pde. y) 
Ta 5 uj en ares d(2,p) 


d (w, , u,) d(u, , u,) „ d(u, ,u,) 
= D] + p + 2, 30,2) | 

















P d(4, p) 2 d(A, p) 


Examinons les deux formes quadratiques 
2f — uw? + v? + w° 
— Hap? + Hop Hapt + 2Hapup, + 2Hupıpı + 2Hspaps 
20 = a^ U* + i! Y* + eW7 
— Kk, P24 KP? ULK„P + 2K„PRP, + 26 PsP, + 2K P,P. 


- Par des théoremes bien connus on aura 


al dae +o Lay + a D i du, + + du, + sp 
90 90 
dr ti t, du eds 5W dz p du, + 3p. du, + 5P. du. . 


Par suite, en posant 


af a of 
TTE ace uM ac 
9c 90 20 

N Tin Er ee 


on trouvera 


udx A^vdy + wdz = q,du, + q,du, + q,du, , 
a*Udz + V Vdy + c?Wdz = Q,du, + Q,du, + Q,du,. 
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On pourra donc substituer aux équations (17) les deux équations 


d(u, , 21) d (us s u) d (ut, , Us) 
fle, MR IR AE dos puta 











s 


Fa, du, + q,du, + q,du,), 





; d(u, , 2,) , d(u, , %#,) d(u, , Uy) 
dt? D |» (A, p T Ph d (4 , p) + Ps AR Uo acp 


= ((Q,du, + Q,du, + Q,du,). 


De ces équations, par le théorème de Stores découlent tout de suite les 
equations (10) et (14). 


Art. 2. Les équations de Lamé et leurs équations conjuguées. 
n 


La transformation des équations de LAMÉ en coordonnées curvi- 
lignes nous a conduit aux équations 


pP: _ +2 —9Qua 








a 916,43 910, 9 
— 1) UD. 
(2 D KDE 
(1) (s=1,2,3) 
) I fOGs+1 — 9Qsio 
p cnc 
D OUs +9 OUs44 


Qi E 2, H, Ps . 


Posons 


m I 04,41 0542 
'* — D Nt,» OUs 41 





on aura 


Par conséquent, si 


Pon in 
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on trouvera 
9*q; B 


= — 


ot” 





i? 


d'ou 
daR, [o Ono 9,43 
aan aa 





En remplaçant P, par M,, et Q, par N, on pourra écrire le système 
d'équations 





9* M, 9n,» 


91,41 
TEMPS = u! 
ot" Aust OUs40 


RS, Hm; 





= I ON 41 ON, 42) (s=1, 2,3) 
TE = )» 
D N91, 12 9,41 ; 


Jt x 7 / 
NIMES aM, 
2. Lorsqu'on connait un systeme d'intégrales 


Ds ) Fr ? qs I Q. 


des équations (1) on aura tout de suite des intégrales des équations (2). 
Il suffit pour cela de prendre 


js =D. vee (On 








(3) | 2°p 2?p; 
Ps y Pi 
d eh hic ya SB 

| m, di 1 3 i is 52 


Réciproquement à toute intégrale des équations (2) correspond une inté- 
grale du système (1). En effet en prenant 


[^ = Ms, qs mi Ns, 


(4) | [DUE e De Q. = pere 


on aura que ces fonctions satisfont aux équations (1). 
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3. On peut maintenant poser la question: 
A quelles intégrales 


Ps ? qs ? Fe ’ Q. 
des équations (1) correspondent des intégrales 


559 M, ;] N, 


m,, n 


du système (2) telles que les relations (4) soient vérifiées? 
Il est facile de démontrer qu'il suffit de la condition 


>(Dp,) , 2(Dp,) 


9(Dp,) Lt 
(5) ou, ca Qu, LE =. 


Ou, 





pour que les équations (4) soient satisfaites. 
En effet, il ressort de (5) que l’on pourra poser 





jig; E I 9N, 1 oNsta 
ra ze D Noua» 91.431 


d'où découlent les équations (4) De méme a tout systeme d'intégrales 
n, , N, , M, E N, 
des équations (2) telles que 


o(DM,) 


(6) 3i >(DM,) 
, ou, 


SM a 
ou, 9st. 





correspond un systeme d'intégrales des équations (1) lié au précédent 
par les relations (3). 


4. Il est aisé de démontrer que si l'équation (5) est vérifiée les 
vibrations sont transversales. 
in effet soit 
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En multipliant cette quantité par une fonction À indéterminée et en 
intégrant sur un espace S quelconque on trouve 





[2Odxdydz - (w = + v "Rd 16 as, 


S 


A étant nulle au contour de l'espace S. Mais 


no we 


oy 





s ou, 


Par suite 


a 


DESI a Alii 
» AOdxdydz = (n, = 


S 


+ p ctn: m 5.) Da, du,du,. 


P 


D'où 








| s c 9(Dp,) 9 (Dp,) 9(Dp,)N 1 PI 
/ iBdzdyd: — | ABO PE p days. 


3 
Ss 


Puisque À est indéterminée, on déduit 


1 [9(Dp,) 9(Dp,) 9(Dp,)- 
= | mu ou Cou | 





5. Nous appellerons les équations (2) les équations conjuguées aux 
équations de Lauf. Il est connu que les équations de Lauf se rap- 
portent à l'hypothèse de Neumann. C’est à dire pour trouver ces équa- 
tions il faut supposer que les vibrations des particules du milieu élastique 
ont lieu dans le plan de polarisation. FRESNEL au contraire a supposé 
que la direction des vibrations soit normale au plan de polarisation. Il 
serait aisé de voir que les équations (2) sont les équations du mouve- 
ment dans l'hypothèse de Fressen. Il suffit pour cela de supposer que 
VE, Hs M, , VH,3 M, représentent les composantes des déplacements 
dans les directions f, , 4, , ¢,. 


9 
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ART. 3. Les coordonnées de Weber. Transformations des équations 
de Lamé en coordonnées de Weber. 


1. M. WznBrn a démontré que si l'on a 


| x= bsn(u, , k) dn (u, , p), 
(1) y = a en (u, , k) en (u, , p), 
| z — adn (u, , k) sn (u, , p), 
ou 
Xu a big 
Bere we NE Or ee ES 
on obtient par l'élimination de «,, u,, 
2 2 2 


a y ^ 2 
(2) a pre en ee I, 





qui est l'équation de la surface des ondes.! 
Au lieu de 


sn (u, , y), en(u,, p) , dn(u, , p) 


nous écrirons, pour simplifier, 


sna, , enu, , dnu,, 
snu, , cn'w, , dn, 


en supprimant les modules (4,y) suffisamment rappelés par les-indices des 
arguments %,,%,. Soit 4K la période réelle correspondant au module 
k; 4L la méme période correspondant au module y. 

En donnant a u, toutes les valeurs réelles comprises entre — K et 
K et à u, toutes les valeurs réelles comprises entre — 2L et 2L, on 
obtient par les formules (1) tous les points de la nappe extérieure de 


la surface des ondes qu'on appellera c. 





' Journal de Crelle. T. 84, page 353. 
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2. Examinons maintenant comment sont disposées les lignes 


4, — const., u, = const. 
sur a. 

Conduisons par l'origine les parallèles 7,, T, aux axes optiques. 
Elles découpent le plan zz en quatre parties qui contiennent respective- 
ment les parties positives et négatives des axes z,2. Nous les désignerons 
Bur u 0 .,0,,0.;. 


En faisant w, = — K, on trouve 
y = — b dnu,, yf =O; z == busnu,. 


Cette ligne est la partie de l'intersection du plan zz avec # comprise 
dans w_,. De méme on voit que la ligne w, = K est la partie de la 
méme intersection comprise dans w,. Les lignes 


u, = — L, Ui 


sont les parties de l'intersection de o avec lé plan xz comprises dans 


w_, et o,. 


—z 
Ajoutons les équations (1) après en avoir élevé les deux membres 
à carré. On obtient 


(3) c? +y +2 = a’ — (a? —- 07) sn°u,. 


L'intersection de 5’ avec la sphère (3) est formée de deux courbes situées 
des deux côtés du plan yz. Si la courbe qui est du côté des x positives 


correspond a w, = «,, on aura 


2 


HG, 70: 


L'autre courbe correspondra alors à 


De méme on trouve 


(4) ar? + by + cz? = a?[b? — (b? — c^) sn’ u,. 
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Considérons les deux plans zz, ay. Ils partagent l'espace en quatre 
parties que nous désignerons par 
(5) 5. 2 Se Sn Saufen; 
en mettant en évidence le signe des coordonnées y, de leurs points. 
L'intersection de l’ellipsoïde (4) avec o’ est formée de deux courbes 
qui sont situées des deux côtés du plan zy et dont chacune est coupée 
par le plan «e. x 
On pourra donc considérer les quatre parties L,,, L ,., L, ,,L 


—y,—z 


de cette intersection qui sont contenues dans les quatre parties (5) de 


l'espace. 
Si L,. correspond à u, = «,, on aura 
La o 
et 
L_,, correspondra à u, = 2L — a,, 
à L,_, correspondra à u, = —4,, 
L_,_, correspondra à u, = 2L + a,. 


On tire de là que w, considérée comme fonction des points de la surface 


os est continue, tandis que w, est discontinue le long des lignes #,= — K, 
4, = K. La somme des valeurs de u, des deux côtés de ces lignes est 
toujours égale à 2L. u, est aussi discontinue le long de la partie A de 


l'intersection du plan zy avec o qui est du côté des y négatives. La 
difference des valeurs de u, le long de la ligne A est constante et égale 
à AL. 


Par conséquent les fonctions elliptiques 
(6) sn“, , cn9, , dnu, , snu, , dns, 
seront continues sur la surface o’, mais 
cn u, 


sera discontinue le long des lignes w, = K,u, = — K. Ses valeurs sur 


les deux cótés de ces lignes seront égales et de signe contraire. 


1 
or 
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3. Posons maintenant 


| v = bu, sn u, dn u,, CO > u, > O, 
(7) | y = au, enu, en U,, (8) Ku IK. . 
z = au, dna, sn u,, | 2L>u, > — 21. 


Les surfaces 


u = const. 


seront les nappes exterieures d’un systeme de surfaces des ondes concen- 
triques et homothetiques. Les surfaces 


u, = Const. 4, — const. 


seront des cónes dont le sommet est à l'origine, et dont les directrices 
sont les lignes uw, = const, #, = const, que nous avons déjà examinées 
sur la surface 9. Les fonctions elliptiques (6), considérées comme fonc- 
tions des points de l'espace, seront continues, tandis que en, sera dis- 
continue le long des parties w,, o , du plan zz. 


4. A tout système de valeurs de x,y,2 (excepté si y = 0) corres- 
pond un seul systeme de valeurs pour #,,4,,%, qui satisfont aux con- 
ditions (7), (8). On appellera ces valeurs les coordonnées de WEBER du 
point r,y,z. 

De méme si on a deux points A, —(r,, 9, , z,) et A, — (2, , 9, , %) 


nous poserons 
Z, — X, =, y, —Y = ŸY 2£,—4& — 2. 


Le système des valeurs de w,, w,, "«, qui vérifient les conditions (7), (8) 
seront les coordonnées de WEBER du point A, par rapport au point A,. 

Il est aisé de voir que les coordonnées de WEBER du point A, par 
rapport au point A,, seront 


WQ.,—w,,-——2L-u, 


1 
SI u, > O, et 
‚„2L-+u, 


Us 


Sl u, < O. 
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Calculons le carré de l'élément linéaire de l'espace en fonctions des 
coordonnées 4, , 4, , Us 
On trouve par un calcul trés simple 


[.H,, = a^ cru, + 5 sn’u,, 
H,, = ui[(«^ — 07) sn* uw, dn*w, + b? — 07k? sn*w, — bn? sn? u,], 
(9) 1 H,, = a'ui[1 — k? sn*u, — n^ sn*u, + (a? + k? — 1) sn*u, sn*u,]. 


H,, = u, (b* — a^) snu, enu, dn«,, 
T NE E 
d'ou 
m E NEU 
DEE M UTE 
Ei HT eo HUS | 
= wbui[t — k* sn*w, — p? sn*u, + (a? +k? — 1) sn*u, sn’«,]. 


5. Pour établir les équations de Lame en coordonnées de WEBER, 
il suffit de calculer les quantités K, 
On obtient 


is * 


KR aifbécnta, cena 


K,, = @Wui(t — k?sn?u, — p?sn?u, + (pu? + k* — 1)sn°u, sn? u,], 


d aem. 2 e? 2 2 32. Aq qun ig D A NES 
(10) K,, = a’ui[(b? — c^) sn°u, dn’u, + c ck" Sn x, —.cyu Sn Ww] 
K,, = «u, (c? — b^) sn u, enu, dnu,, 
K,, = K,,-=.0 


En posant 
(11) A — 1—k*sn*u, — p! sn*u, + (p? + k? — 1) sn*u, sn? u, 
on aura 


(12) Hi =a he D = ah À, K,, = aw A. 


«1 
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6. Si au lieu des équations (7) on pose les équations 


| D = Cu, 8n (u, , p) dn (u, , &), 
| y = Cu, €n (u, , p) en (», ; k); 


(13) 


z = bu, dn (a, , 2) Sn (u, , 9); 


zoe 1 cb —a* 22 oe 


on obtient tous les points de l'espace en donnant à »,,7,, u, toutes 
les valeurs réelles, telles que 


(14) 
= a = 
2L Zu, > all, 


4K et 4L étant les périodes réelles correspondantes aux modules £, p. 
Les surfaces x = const. sont les nappes intérieures d’un système de surfaces 
des ondes concentriques et homothétiques, auxquelles appartient la surface 
(2. Les surfaces 7, 
est à l'origine et dont les directrices sont des lignes sphériques et ellip- 


= const., 1, = const. sont des cônes dont le sommet 


tiques de ces nappes. 
Il est facile de vérifier que, si les conditions (13), (14), sont remplies, 


SNu, , Chau, , dna, , Su, , dn, 


sont des fonctions continues des points de l'espace, tandis que 
cn u, 


est discontinue le long des parties w,, w_., du plan zz, puisque cette 
quantité prend des valeurs égales et de signes contraires sur les deux 
cótés de ces surfaces. 

A tout système de valeurs de x,y,2 (excepté si y = 0) correspond 
un seul systeme de valeurs de w,, u,, v, qui vérifient les conditions (13), 
(14). Nous appellerons ces valeurs les coordonnées de WEBER de la 2" 
espece du point A=(x,y,z). En posant 


= 





%, — T5 y —3,—WW 2 -— 2, —4 
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u,,u,,u, seront les coordonnées de WEBER de la 2% espèce du point 
A, — (z,, y,, 2,) par rapport au point À, — (mz, , y, » 4). 

7. Pour transformer les équations de LAME en coordonnées u, , v, 5 5» 
il suffit de calculer les quantités H;,, K, par rapport à ces variables. 
Nous les désignerons par H,, K,. En posant 


(15) A 1— Pan, — i! sn*u, + (2? + E! — 1) sn? a, sn* v, 
on trouve 


(16) HQ—c£WA, Dacia, Rs = CowA, 


= 


(17) Hj >= Hie = Ke = Kia) 0: 





ART. 4. Les intégrales de Lamé. 


1. On peut trouver bien facilement deux intégrales des équations 
de Lame, après les avoir transformées en coordonnées de WEBER. 

Examinons d'abord ce qu'on trouve en prenant les coordonnées de 
WEBER de premiere espéce. 

Les équations de LAMÉ seront vérifiées par les valeurs 


Du O, jh = O. 


En effet en rappellant les équations (1) du 2'"* article et les équations 
(9) de l’article précédent, on trouve 


qu 9 GI, — 0, Ts: H,,p.; 


See pet CU mer EH 
P, D ou, P, D du, P, abs 
E. 94, ] KS 9q, oq, Ka oq, 
9, D du,’ V, =p u Er De ERE au,” 
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Par suite les équations de LawÉ se réduisent aux suivantes 


© Ir K,, 9 : 
Re | 9g, Bx pid du. 
ou, D ou, 9u, dm, 











(1) RC __K,,8q, ns 9 K,, 99, - 
ou, D ou, ou, | D Ou, 
ee kA pos E & nad IM Cap 1 
ot? our ou, D ou, 
* 


Supposons 4, fonction de ¢ et de w, seulement. Les deux premieres 
équations (1) seront satisfaites; la troisième deviendra 
9q, — 9g, 


— = 


ot” ou; 





dont l'intégrale générale est 
dy = f(t-F ww) + et — u) 


f,¢ étant deux fonctions arbitraires. On a donc l'intégrale suivante 
des équations de LAMÉ 


dn er 5, — 95 q, — f(t-- w,) + g( — uw), 


Dp, = 0, fie = Gp P, = vui aura Ue + u,) + e(t — u,)], 


Q, =O} @ = b[f'(t a u,) aes gt = u,)} Q, 305 


I ^r , 
P, = 0, ne EP rs) 


ou A a la valeur (11), art. 3. 


2. En rappelant les équations (r5) du premier article on trouve 


NUT 


sz Uf HE) + oe — v) 
za 


Cat) aS ca) 


= E + u,) + e(t — w)]. 
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Des équations (7) du même article, on déduit aussi les expressions équi- 











valentes 
(Db snu, Sn arn en at, 
SEEN i an, À AG nm u,) 2g e(t m w,)); 
en v, snu, dn v, | 
(4) tem real ec pda Da 
dn w, en u, dn a, 
w= HEAR | [f(t + u,) + e(t — u,)]. 


. 
Enfin les équations (16) et (r1) du premier article conduisent aux for- 
mules suivantes 











= b du / 
p= POSU + v). — gt — y] 
en u, dn u, dn «, -,, ñ 
= au, À - [/ (t zu uy) ae (t Ps u)], 
v= (Ur + 4) — #6 — )] 
(5) ‘ d 
sn, dn v, cn u, ; 
— SC ae S [f (t + u 2 PE. g (t =? u, ))» 
= a ou, m 
W= xx au) pm] 


i SMe ens sn ee 
= —- t u 
abu, A [/ ( T 1) 





e(t T u,)]. 





3. Considérons maintenant les coordonnées de WeBer de la seconde 
espéce. Le procédé par lequel on est parvenu aux intégrales (2) peut 
être appliqué à ces coordonnées. On trouve ainsi l'intégrale suivante 


[ di c e, qo 2205 ds Er f(t x u) Tr eg — uy)» 











f=?) mean ee f(t + u D + g(—)]) 
Cn TN 
(Ce ^ SP M 
GQ, = 9; qj bly (t s ui) € (t — )h @; = 9) 
E A. I A 4 : 
Tor Lig = PUCES 9 (t — «,)], Py 0, 


eo A 


f et e étant des fonctions arbitraires. 
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On en tire 


= on 


u = an LAG Toa 2 os g(t — ,)] 


_ dn i, cna, dna, 
Si 


t+u e(t — w)] 
cu, A + rl » 


oa 


elle + n) e — 2) 


. ena, 8 Ing = = m 

= EH + ) + e — )) 
cu, A 

=. ox 


p= (Oa) afe] 





eb sn à; sn à, cn 4, [f 


cu, À ft + u) zs e(t va u)) 








1,) — e(t — u,)] 


k Sn 2, en 4, sn 4, 


EROS E 2 CFE i uj) — ME uy) I> 





cha, A 
= I Qi, -—, <,/ — \ 
el rt+n)—elt—u)] 


sn à, dnz, en à, -— = 
2% 2 len 
cbu, A Cf \ u1) 








Ra 


W=z—lf(t+ u) —elt— u)] 


= 2 on, 
1 = 
cn à, dna, dn a, —, = = = 
& eom uir le enu 
ca, A 
4. Nous avons vu (art. 2) qu'à toute intégrale des équations de 
LAMÉ correspond une intégrale des équations conjuguées liée à la précé- 
dente par les équations (3) du 2'"* article. 
On aura done, en partant des formules (2), (6), les deux intégrales 
suivantes des équations conjuguées à celles de Lame: 


He M, = spur WE + s) + x — 1) M, — 0, 
gj (Mao — NM u) t x6— n) t 


m, — 0, m. — 0; Mm, — wave Jw) —z'(t— 4%) 


n, — 0, ni 0; n, = d'(t + wu.) — y (t— 4), 
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Mio; Li — [vl + ty) + xt m 1)]» M, == 0) 
cba A 
|N,—0, à, = (Hu) + zul N. 
(10) | : 
Lr mo mtr) 
no, ns =O} ng = H(E+ u,) — Y (£ — a). 


D,7:4%,7 étant des fonctions arbitraires. 

De même on sait que des intégrales précédentes on pourrait déduire 
des intégrales des équations de LAMÉ. Mais il est aisé de voir qu'en 
partant des formules (9), (10) on ne trouverait pas de nouvelles intégrales, 
car on reviendrait aux formules (2), (6). 


5. Nous remarquerons enfin que les intégrales des équations de 
LAMÉ que nous venons de trouver vérifient la condition (5) de l'article 
2 et par suite correspondent à des vibrations transversales. 


6. On peut maintenant se poser la question. Est-ce qu'on peut 
trouver d'autres intégrales des équations de Lame de la forme 


| u = u,f(t + u,) + use (t + u) 
v= ufu) + welt a), 
w — w,f(t + u,) + wsg(t + u) 


(11) 





où 4,0, 10, 5 Us, v5, 10; sont indépendantes de / et f(a) est une fonction 
arbitraire, tandis que ç(a) est une fonction arbitraire ou dépend d'une 
maniere quelconque de f(a)? 

Si (11) est une intégrale des équations de LAMÉ, on doit trouver 
par la substitution dans les équations différentielles, trois équations de 
la forme 


Af + By + Af’ + Be + AI Bg" = 0 


où A,, B,, A,, B,, A,, D, sont des quantités qui ne dépendent pas de /. 
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Il est aisé de se persuader que ces coefficients doivent étre nuls. 
En effet si cela n'arrivait pas, on aurait 


Hu ERO eee CL ETERNA T cus 


Tn ; e' ; fe r e" 2 "Ede ; Qi 








if - e : fs 3 e" A = ; e" 


Posons ¢ + u, — a, £ d- u, — f, on aura f = f(a), e = e(f) et l'on pourra 
regarder a et f comme des variables indépendantes. Mais f est une fonction 
- arbitraire, par suite le déterminant 


€ on DG mn 
DER u ME 
ne ER E MEL 


devrait étre nul. Donc c ne serait une fonction arbitraire ni dépendrait de f. 
On tire de la que 


u,f(t + u,), | u;e(t + u), 
(12) v,ft + u); et; (32^) ve¢(E + ay); 
wf (t ds u,) | wget SE ui) 


doivent former deux intégrales des équations de Lame. En prenant les 
coordonnées de WEBER de la première espèce, à l'intégrale (12) doit eorres- 
pondre l'intégrale suivante des équations transformées 
H^ = puf(t + %); 
th = Poul (t == 1), 
/ 
p = pssf (E + th); 


OÙ Pi.) Poy Pau Sont des quantités qui ne dépendent pas de ¢. En re- 
marquant que 


i 
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on trouve 
| = (Hy Pia = TE VIE 
| qa. — (Hip, == HPs.) f = d. f, 
gu Ais, Dsaf = als 
Paes Gti) SE. 
1 D Nou, ou E D 
BE moe a pr _ Isa 
Pepe) + Br = Butler, 
ps I (9410 cat 9d»a er, Je pr __ NS Gra ñ 
P, zm) low ou, yf D és Prof D P5 
Q, E GG Pr == Ke P,)f — 5 Kutsf! = X dom quf 
> I = 7 E 
Q2 = Ky Poof + D Koo Qsaf = Quf + Val » 
> > I 7 n IR , 
Q, = WE E Ky Po) — 75 Kas Graf = Qu PLE CIE 
e LER 9 UK S , 
Dre Es ou, Jf ar E: ( mds) > ou, e: Pa LES 
f vt 9, 9Q;, 9 erg FK gs n 
(Dp. — 52 dea) f" + oe, 7, 
K, "n 9Q;, PA ^g Ka 950 9 KG. daa LU 
(Dr. SE) D * das )f. nis au: TU Am \f— Es ( 2 ) + 2. d = ©. 


Puisque f est une fonction arbitraire, il faudra égaler à zéro les coeffi- 


Genu de yir 


Par suite on aura 


ae 


Jr 0, Jan — const. 


On revient donc aux intégrales qu'on a déjà trouvées. 
De méme on aurait un résultat tout à fait semblable, en partant 


des intégrales (1 2’). 


I] n'y a done que les intégrales que nous avons trouvées dans les 
paragraphes précédents de cet article qui aient la forme (11). 
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ART. 5. Propriétés des intégrales de Lamé. 


1. En se rappelant la discussion que nous avons faite dans l'article 
3, il est aisé de voir que la deuxième des fonctions (4) (voir l’art. pré- 
cédent) est une fonction continue des points de l’espace, tandis que la 
premiere et la troisième de ces fonctions sont discontinues le long des 
surfaces w, et w_,. 

Substituons dans les seconds membres des équations (4) aux quan- 
tites w,,",,", leurs expressions en fonction de 7,y,z et regardons ¢ 
comme une quantité constante. On trouvera 


b= e s y, 2), D 009,22) HD Yi, 2): 


D’après ce que nous venons de dire, £, sera une fonction monodrome, 
mais e, et cg, seront polydromes. Si l'on part d'un point quelconque et 
qu'on prenne les valeurs de e, et c, qui se suivent avec continuité en 
parcourant une ligne qui entoure un axe optique, on revient au point 
de départ avec les valeurs initiales changées de signe. 

Cette propriété est commune aussi, aux fonctions V,x,w, V de l'article 
précédent, considérées comme fonctions de z, y, z. 

Au contraire, U, W,v,U, W sont des fonctions monodromes. 

Puisque w, = o à l'origine les douze fonctions w, v,w,u,v, w 
U,V,W,U,V,W, deviendront infinies pour z = y = z= o. 

Les mêmes fonctions deviennent indéterminées dans les points des 
paralleles aux axes optiques 7,7, conduites par l'origine. 





Posons 

f — T,— 4; Y = Y —%; £ — 2,— 2. 
On aura 
ging cds Yar Vulg md) = (ET, y, 94 — 24), 
Par ze a Yes — 4) Far er, ort Manger cn E CAE 
PAT == Ur Ya NIT 4) Tan PACA nn ibm Ven), Plone 2). 
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Même u,v,w changent de signe par la permutation de x, ,y, ‚2, avec 
9$,55,;7, Au contraire QU, VS WU, V, W, me changent pas en 
effectuant cette permutation. 


2. LAMÉ avait trouvé par un procédé tout à fait différent les inté- 
grales (4) et (6) dans lesquelles on suppose 


f - cos 27 
f(a)=0, Ha) g(a) = esr, pla) = 


Ne s'étant pas aperçu de la polydromie de ces intégrales, il croyait 
qu'elles pouvaient représenter les vibrations lumineuses produites par un 
centre d'ébranlement situé à l'origine. 

D'aprés la discussion que nous venons de faire il est évident que cela 
n'est. pas vrai. Des vibrations lumineuses correspondant aux formules 
(4) et (6) ne pourraient étre produites que par une couche de centres 
d'ébranlements situés sur les surfaces w, et w_, ou «c, et w_,, ou sur 
toute autre surface qui coupe l'espace de sorte qu'on doive nécessaire- 
ment la rencontrer lorsqu'on tourne autour des droites 7,, 7). 

4. Mais envisageons pour un instant la question au point de vue 
de Lauf, en supposant que ses conclusions soient vraies. On peut alors, 
en partant de ses intégrales, procéder de la même facon qu'a suivie 
M. Porncare pour trouver l'intégrale générale de l'équation 

a VA’. 


Fr— Vit) . caa Em 
m — OÙ 7 —wz* y! +2, 





Rappelons que M. Porxcan£ part de l'intégrale 


et qu'il cherche à quoi le conduit l'application du principe de HuyGuens. 

Supposons qu'à l'origine des temps toutes les molécules du milieu 
soient ébranlées. Soit o, la surface des ondes dont le centre est le point 
T, . Vos et les paramètres sont at, bt, ct. Dans l'intervalle de temps 
qui découle entre l'instant ¢ et l'instant / + dt, le point x,,%,,4, aura 
recu, selon le principe de HuyGuens, les ébranlements provenant de tous 


! Leçons sur la théorie mathématique de la lumière, page 87. 
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les points compris entre les surfaces c, et 0,,4. En suivant donc les idées 
de Lam& sur le centre d'ébranlement, on pourrait représenter par 


qp [RE ra, + 24m eua + 48 


dna, cna, dn a, 


ef ee re, + 2,9 ty 4 + 248, 
cu, A 


al ? 





TUM ere TUN Fa, s i qua zu 248 


* end, sna, dna, — = = Se 
+{- ; ——— - F(x, d 2,9, d- y 4 +2dS, 
ca, A 
8 





dt— Vs Fa, - 2,9, +9,32 + 248 


m sn 4, sn à, en à, E » mia 
ee En u Sy y EE * F(x, d z,9,d- y r2, +2z)ds 
"Y 


les variations des composantes du déplacement du point 7,,¥,, 2, qui 
ont lieu dans l'intervalle de temps dt. Il suffit pour cela de supposer 

1°) que S soit la partie de l'espace comprise entre les nappes ex- 
térieures des deux surfaces des ondes 9, et 5,,,, et S la partie comprise 
entre les nappes intérieures des mémes surfaces, 

2°) que xz, + 2,9, 4- y , Z, + + soient les coordonnées des points de 
S et zx, 4- z, J, ty,% +2 celles des points de S, 

3°) que ,,u,,u, soient les coordonnées de la 1°* espèce de WEBER 
du point To > Yo À par rapport au point x, + 2,9, + y ; Z, + 2 et que 
w,.",,«, Solent les coordonnées de ere de la 2% 
Lo » Yo 2, par rapport au point x, +2,, + y; 4 +2, 

4°) enfin que les fonctions F(x ,y,2), F(x,y,z) ne dépendent que 
de l’état initial du milieu. 


espèce du point 
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Mais 
dS = Ddu,du,du, = a’bu) Adu, du,du,, 


2 al ee of Sp Lt 
ds = Ddu, du,du, E bu Adu, du, du, 


w= wm-mt, 


du, = du; — di; 
donc 


I 


Pd tj — pb sn u, snu, cnu, F(a, + &, y, + y 2, + 2)du,du, 


+ tfc dnw, enu, dnu, F(t, + z, y, + y, à + z)du,du,, 


SH Pa T E a en u, snu, dnu, F(x, -- 2,9, 4- y , 2, + 2)du,du, 


+ u— € cna, snu, dnu, F(X, + 2,9, + y» % + z)du,du,, 
/, 


Pd = Pa = {fa dnu, enu, dnu, F(a, + 2,9, 4+Y,2, + z)du,du, 


+ tf — ph Nu, SNu, Cu, F(X, + x, y, + y % + z)du,du,. 


Puisque les équations de Lame sont linéaires, les formules précédentes 
devraient donner des intégrales de ces équations. 

On obtient ainsi les mêmes formules de M Kowarrvskr' Mais il 
est aisé de se persuader que les fonctions qu'on vient de trouver ne sont 
pas des intégrales des équations de Lame. 

En effet on voit qu'en faisant ¢ — o, les fonctions p, ,p, ,p,, 
dp, dp, dp, 


ath GRE? gf 

tions de Lame qui s'annulent avec leurs dérivées par rapport à ¢, pour 
à i ues é 

t = o, elles seraient toujours nulles, ce qui n'a pas lieu pour p, ,p, ,p,. 

Ce résultat n'a rien de contradictoire et s'explique parfaitement, en 

se rappelant qu'on a trouvé les formules précédentes en supposant justes 





, Sannulent. Mais si on a un système d'intégrales des équa- 


les idées de LAMÉ, tandis qu'on a prouvé le contraire. 





* Acta mathematica, tome 6, 
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Généralisation du théorème de Green. Application de la 


ART. 6. 
methode de Kirchhof. 


1. Désignons par 


(1) Ps ) Q, , P. , qs 3 p. > Q. 2 Bs 3 q: 
deux systèmes d'intégrales des équations de Lame. (Voir article 2, formule (1).) 
On aura 
Cp, , 9°Pr p,) = y (x: » 9! p, jS 
T ne DH, dee To Ps DNE SE Ir i: ) 
= > ^ P TA ner) pcs /2Q. 12 "A 0Q;+1 ) 
‚| d 91.41 au,12 duc OU,40, 


Multiplions cette équation par du,du,du, 
Supposons que les fonctions (1), soient finies, 











et intégrons à un espace S 


limité par un contour 5. 


continues et monodromes dans l'espace S. 
Si u,» est un systeme de coordonnées de la surface 5, on obtient 


2 Pr 9*p; q 
(2) Der (er pi — EE p,)ds 
Eee 


erg (u, v) 
d (u.s , Ur) , d (a, » Ur+1) 


Qs d ae dr SI) Jon 
( r Ogr+2 y (24 90r. 

:- JE Ir+ı ) — a Fe Ir ^ du, du, du. . 
[eem 9.41 91, +2 TIC 


En effet on a 








d (1, ’ Ur) 
ret rd, v) 




















— Qr 














La derniére E ouk est nulle. 


(3 : 94; , [90r 99,19 
J > ac Ir+1 — 5h) p e — en Jan du, du, 
Uri Ur+1/ _ 





(re 91,11 


= [E10 R— € Pis = [EE K,, P,P! — K,P.P)dS = o. 
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Par suite l'équation (2) peut être remplacée par l'autre 


(3) 2 al Y. E Ey —%p)as 


- fx 


d (uio, Ur) d (25, , Ur+1) 
Y WT ETT Q, +1 

















Rue) d(u , v) 
d(u,13 , Uy) d(u,, Urrı) 
+27] (u 3 v) SASS du, v) dudv. 
2. Pareillement supposons que 
(4) Me, mas IN 5%, 5 Mo muy N, 


soient deux intégrales des équations conjuguées à celles de LAME (voir 
article 2, formule (2). Si les fonctions (4) sont finies continues et mono- 
dromes dans l'espace S on a 


(5) 5 [ X. X5 2 — Mas 
S 
E j > Na 


d (up, , Up) d(u, , yg) 
Nas d (uw , v) ng om) 


d(urro, Ur) 5 d (a, , 2.4.1) 
n? qd(w,v) a) 











n; 





dudv. 








Les formules (3) et (5) peuvent être considérées comme une généralisation 
du théorème de GREEN. 


3. Prenons maintenant pour lignes coordonnées les coordonnées de 
WrnER de la premiere espèce et posons 


Bis Ges Bi 


la premiere des intégrales de Lame que nous avons trouvée dans l'ar- 
ticle 4 (voir formule (2)). 

Afin que ces fonctions soient finies et continues dans l'espace S, il 
faut exclure l'origine et les surfaces w,, w_,. 
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Soit + une surface qui renferme l’origine. Conduisons deux cônes 
u, = K — €, u, = —kK+e (> 0) 


qu'on appellera &,, «, et la nappe extérieure w de la surface des ondes 
uw, =e’. 

Quelque petites que soient les quantités &, e’, les fonctions p; , P/, 
Q.,4,, rempliront toujours les conditions suffisantes pour l'application de 
la formule (3) dans l’espace S, renfermé entre o,a4,,%,,@. La surface 


e, qui limite S, sera formée de quatre parties, qui appartiennent respec- 


1 


tivement à o,4,,4,,@ et qu'on désignera par o',aj,o;, w'. La for- 
mule (3) peut être appliquée en remplaçant S par S, et o par a. Les 
lignes «,v seront les coordonnées curvilignes de la surface a. Con- 
sidérons sur la ligne « = const., la direction dans laquelle v croit. On 
lappellera la direction positive de la ligne w = const. De méme con- 
sidérons la direction dans laquelle » croit comme direction positive de 
la ligne v — const. Alors en regardant la surface du cóté extérieur à 
l'espace S, on devra faire tourner la direction positive de la ligne v — const. 
d'un angle < 7, dans le sens des aiguilles d'une montre, pour la faire 
coincider avec la direction positive de la ligne « = const. D'après cela 
on peut choisir pour coordonnées curvilignes v = const., # = const. sur 
le cône a, les lignes w, = const, w, = const. de cette surface, et sur le 
1 

on choisira les lignes #, = const. #, = const. pour les lignes coordonnées 
v,u. Donc, en posant pour simplicité d'écriture 


f(t SS u,) ls g(t— u,) = F, 
f'(t + wu) — e'(E— wu) HF, 


cône a, les lignes w, = const. u, — const. De méme sur la surface w 


I 


on aura 


(6) ah | n. [r s Py, is 


S' 





d (w, , um A(u, , %,) jh) /, > Us) 4 d(u, ju.) | | 
— PQ, ‘d(u,v) JL Q, d(u , nr DE" le d v) qs d(u, v) | dude 





of 


— f FQ, du, du, + y FQ,du,du, — f (FQ, — bF,q,)du, du,. 


a 
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Q, est une fonction de #,,#,,u,,t. Pour mettre cela en evidence nous 
écrirons Q,(w, ,u,,u,|t). Par suite 


u 


J FQ, du, du, = f. AC u,K—e,u,|!)du, 


où la limite supérieure #, de la premiere intégrale est la coordonnée x, 
du point où la génératrice #, = const. du cône a, rencontre la surface a. 
De méme 
u] 
Y 
J FQ, du, du, Sfr J FQ u,, — Ke, wu, |f)du,. 
D —2L € 


On aura aussi 


[FQ — bFq,)du,du, 


w 


—E£ 2L 
Le f {Fes Q,(s', u, , u, | t) — DF a, (e", u, ‚u, |t1)}du,. 
eS s 


Faisons tendre ¢’ vers zéro. En prenant garde que 


lim’ ONES u, 2.09, 


g'-—0 


lim:g, (€, Ua. He |f) — 9 
e=0 


on obtient 


lim [(FQ, — bF\q,)du,du, = o. 


e=0 


wo 


Supposons que méme e tende vers zéro. 

Alors le cône a; tend vers une double couche qui couvre la partie 
a, de w, comprise entre l'origine et la surface g.  Pareillement le cône 
a; tend vers une double couche qui couvre la partie «_, de w_, comprise 
entre l'origine et la surface ¢ On trouvera 


2L u 
lim Jre du, du, = fau, f FQ, (u, K , wu, | t)du,, 
e=0 —2L 0 
e'—0 

2L u 
lim SFQ, du, du, = (du, SFA ,— K,u, | f)du,. 
EMEN —2L 0 


So 
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Mais par la continuité de Q, le long des surfaces w,, © ,, on aura 


| Q,(u, , K,u, | t) = Ou, K, 2, —u, | 0), 
si 4, >o = 
or neu, T ee Ortus Re t| y 
| ONG ES ala) = Q(u,K,—2L-——wu,|t), 
si 4, <O 


|| Q. (u, 5 era) de Q,(u,, — K, — 2L — u, | f). 


Par conséquent 


fu, ro, , K,u, | t)du, = fi / FQ,(u, , u, | t)du,, 
—2L 0 
2L u, uy 
fau, JF u, K, u, | t)du, = fiw {ee Q,(u, , K, u, | t)du, 
L 
d'ou 
c = Q, du, du, = sf frei QU NX, u; [2 du, = ae Q, du, du. . 
De même 


L u, 
lim Jre du, du, = 2 fau, [ro , — K,u,|t)du, = 2 [| FQ du, du,. 
Ee=0 ap 0 a 


= =0 


La formule (6) devient 


ol ^ ,9 i = 
(7) 5 | LS ep p, [as 


t 
S 


= 3 d (a, , 4) d (uw, , At, $3255) dla, 04 2l bes. 
- | [#2 Am Qi du, ») IE BF, Ey Iran TES udı 


= 2 f FQ,du, du, + 2 FQ,du,du,. 
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4. Prenons: 


et intégrons la formule précédente par: rapport à ¢ entre le temps négatif, 
t, et le temps positif £,. 
On trouve, par une intégration par parties, 


1 


tz 


ds 





» | n. rt +) — rte + up, 


a " d(w, , d(u, , 
- Jn f [nm ope e 


ty c 


PESE ^E q, d (u, , Us) ? 99, d(u, , » Us) 


a d(u , v) ot d(u, 











5] wa D 





ta) deu, t) 
Jua + ow) |o: Pus EUR — 1 ande 


4 


= ef [rt + u,)Q,du,du, + 2 J'afre + u,) Q du, dus. 


Oz 


Si nous faisons croître y indéfiniment, la formule précédente à la 
limite devient 


(8) J9 (u, , K , us | — u,)du, dus JG (u, , — K , u, | — u,)du, du, 


Ua, d(u, , u 
=: [la Wi, s y Us | — u) Fi Qs (ty 5 Ue» Ms | — uj) AT oe 











d (a , v) 
d (wu, ,u,) d(u, , 
+ by, (n, , Uy, u, | — uy) wem — by (U, , Up, Us | — w) d(u i dudv 





' Voir KIRCHHOFF, Zur Theorie der Lichtstrahlen. Wied. Ann. Bd. 18. 
KIRCHHOFF, Vorlesungen über Math. Optik, page 24. 
Nous avons employé ici le même procédé suivi par KIRCHHOFF pour trouver sa for- 
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99, 94. 
A i-o Xs TE 


5. Par le méme procédé, en partant de la formule (5) et en se 
servant des coordonnées de WEBER de la première espece et des intégrales 
(9) de l'article 4, on trouve 


(9) SW ‚K,u, | — u,)du, du, — f», , — K,u,| — u,)du, du, 

















d (wu, , u, aun) d(u, u 2) 
=; 315 ,u,, | — u,) au ») — bn, (u, , u, , u, | — u,) —— TIPS : 
d(u, , u DR d (u, , u,) 
+ v,(u,, u, , u, | — uh) XI i v,(u, , 4, u, | — )——— dO) du dv 
ou 
oN, oN, 
» E ; » — . 
1 at : ot 


On peut trouver des formules tout a fait semblables, en faisant usage 
des coordonnées de WEBER de la seconde espèce et des intégrales (6), (10 
e 
que nous avons trouvées dans l'article 4. 


6. Supposons que la surface a soit la nappe extérieure de la surface 
des ondes dont léquation est 


La formule (8) dans ee cas, deviendra 


L t 
(10) jn. ft K,u, | — u,)du, — fu, f Q, (u,, —K,u, | —u,)du, 
—L 0 


2L K 
I > . 
=; Ja J (QS u,, u, | —t) + by, (t, u,, u, | —t)}du,. 
97 = 


7. Les formules (8), (9) ont une analogie avec celle que KIRCHHOFF 
a donnée comme une généralisation du principe de HuyGuens. 





mule, mais on pourrait aussi atteindre le but par une autre méthode semblable à celle 
découverte par M. BELTRAMI (voir Rendiconti del R. Istituto Lombardo, S. 2, 
Vol. 22, Fasc. 10) pour démontrer la formule de KIRCHHOFF. 
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ART. 7. Nouvelles intégrales des équations de Lamé. 
1. En prenant dans les équations (4) de l’article 4 
QS 


et en désignant par d,(r,y,2), d,(v, y, 2) , ¢,(v, y, 2) les coefficients 
de la fonction arbitraire, on pourra écrire ces formules de la manière 





suivante 
wb sn u, snu, enu, € 
= a*u,A f(t + u,) = PC + um), 
|o enu, sn u, dn LA ewe 
au, À ft d u,) Ex d.f(t st u,), 


dn », en u, dn v, - 
A Uf + %) — dut dug). 








Substituons z — £,2 — £a la place de z, 2; on obtiendra 
J, (a — E, Ya ert zi ui), 
(1) db, —E,y,2— )f(t + u). 

| UAC PIU $, y; CS etr m. u, )- 


Désignons par S,,, S , les deux parties de l'espace dans lesquelles y > o, 
y — Oo. Il est aisé de voir que les fonctions (1) sont finies continues et 
4, et dans S ,. Elles deviennent infinies dans le 


point £,0, ¢ et la premiere et la troisième sont discontinues sur le plan zz. 





wy 


monodromes dans $ 


2. Supposons que f dépende des deux variables £, 55 c'est à dire 
qu'elle soit une fonction arbitraire” de £t+u,,&,£. En multipliant par 
dtd, et en intégrant, on obtiendra les trois fonctions 


wu —[d(x—6€,y,z—C)f(u, 4-7, 6, C)dédé, 
p = (x — E,y,2— C)f(u, + #,&, C)d&dé, 


w = [px —&,y 2 — Sf +t, &, C)dedc. 


Q 


Sur les vibrations lumineuses dans les milieux biréfringents. 197 


Elles constituent un systeme d’integrales des équations de Lame. Elles 
n'ont pas de discontinuites dans les deux parties de l’espace S,, et S ,, 
mais sont discontinues sur le plan zz. 

En partant des intégrales (7) de l'article 4 on trouve évidemment 
une intégrale parfaitement analogue à celle que nous venons d'obtenir 


et que l'on peut écrire 


uw = fa — 6,y 2 — C)f(u, t 6, €, C)dédé, 
= for —E,y,2— Off +4, 6, Odes, 


27 = (4, @—8,41,2— f (a, +t, ERG) dsdc. 


On peut done conclure: w,, w,,w,, étant les coordonnées de WEBER de 
la premiere espèce du point ©,y,2 par rapport au point £,0, C, et 
u,5u,5w«, les coordonnées de Weger de la seconde espèce du premier point 
par rapport au second, on aura les intégrales suivantes des équations 
de LAMÉ 





> 2 

pb sua, sna, nu, | > uS 

“= : fie + u,, &, c)d&dc 
ji aud 


CU 


"du à, en à, dna, _ «c 
+ | a en ni Kt =F ", ch G)dEdé, 
€ 


1 








> ena, sna, dn Wa 
y= | ——42— 2— ft + u,, €, €)dédg 
au, À 
(2) 2 
en à, sn à, dn %, = ji 
+ il = f(t EE u, ar e)deag, 
"dn u, ena, dn uw, eu LE e)dede 
Ww = au, A : 13237988 sag 
2b Sn %, Sn %, Cn a, 2 ^U 
E = psc cede 
Orr, 


où f(t+u,Ë,8), f'(E4- u,, €, €) sont deux fonctions arbitraires. Les 
intégrales (2) seront finies continues et monodromes en S,, et S , et 
seront discontinues sur le plan zz. 
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3. Il est bien aisé d'obtenir les rotations U, V, W correspondant 
aux déplacements (2) (voir article 1). Il suffit pour cela d'appliquer 
les formules (5) et (8) de l'article 4. On trouve ainsi 





Us | en w, dn u, dn «t, 2 fü Pare C)dedt 


a°u, A at 


t 





"© g'sna,ena,sn4, 9 - E PE 
= = 2 — F(t + u E Ux ded£ 
+ | chu, A a o 60) : 





"^ sn wu, dn v, en u, 2 3 
Eu (= A aU rm, deal 
H 


^. sna, dna, en A, Dis ee à 
E Se ESI Ton, €, S)dEdé, 
"d 





5 i? snu. enw. snu. à 4 
2 P | Yi zT A : a GE u, 93> €)dé dg 
t 1 ; 


‘en à, dn à, dna, 9 — u 2 
« u, 


4. Voyons maintenant les valeurs qu'on trouve pour les quantités 
w,v,w, U, V, W lorsqu'on s'approche indéfiniment aux points du plan 
xz. Indiquons par le symbole 


lim 
. y=+0 


la limite qu'on obtient lorsqu'on s'approche d'un point du plan xz du 
côté S,, et par 
lim 


y=—0 


la limite qu'on trouve en s'approchant du méme point du côté S ,. 
Conduisons par un point queleonque du plan zz deux droites paralléles 
aux axes optiques. Le plan zz sera partagé en quatre parties 0,,0,,0,,0, 
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qu'on peut faire coïncider par une simple translation avec w,., ,,, 
€ ,,O ,. Nous représenterons par 


Tht 0% 


la somme ou la différence de deux intégrales étendues aux deux parties 
du plan zz qu'on a indiquées par o, , o;. 

Remarquons que la coordonnée #, de la 1°° espèce de WEBER d'un 
point du plan zz par rapport à un autre point du méme plan peut étre 
donnée par w, ou par + 2L —w,. (Voir article 3. Convenons ma- 
intenant de prendre, lorsque les deux points sont sur le plan zz, 


Lu >—L. 


De méme convenons de prendre la coordonnée „, de la seconde espèce 
relative à deux points du plan zz, telle que 


Lew I 


Cela posé, il est bien aisé de déduire des formules (2) les équations 


suivantes 


. ? = . ES e ; ie Ze =} 
lim u = — lim u = | bp snu, f(t + wu, , €, ¢)du,du, 
y=+0 y-—0 s 


0404 


+ fbdnu, (t+ u, &, C) du du, 


gi 73 
lim v = lim 2? = [^f + u,,&, ¢)du,du, 
y=+0 y=—0 Des 
(4) AM er 
== ji brit Ta 3 8s du, du,, 
C REC 
lim w= — lim w = fe dnu, f(t + u,,&, ¢)du,du, 
u= +0 y-—0 23 - 0 


4- y, bu sn Us rd + uy : & 4 du, du, 5 


A —G% 
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Pareillement on obtient les limites de U, V, W lorsqu'on s'approche 
du plan zz. On a 


dun Ur = Lun = fi dnu, < f(t + u,,&, €)du,du, 
y= y=— 
0+ 63 
+ n En s + a BER £)du, dus, 
NS a "? TA 
lim V = — lim E au + u,,&, C)du, du, 
y=+0 y=—0 5 


(5) FEES 
+ {27 + m , S. du, dus 


aa 


hm W = lim W = [ imu. u aif + u, ,E, C)du, du, 
y=+0 y=—0 e 


CCE) 


$f canny ST + m)du,du,. 


mo, 


5. Enfin nous remarquerons que les intégrales des équations de 
Lame que nous avons trouvées (formules (2)) vérifient la condition 


cest a dire elles correspondent a des vibrations transversales du milieu 
élastique. 

Cela ressort de l'observation que nous avons faite dans le $ 5 de 
l'article 4. 
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ART. 8. Intégration des équations de l'optique. 


1. Si les vibrations du milieu élastique sont transversales il faut 
adjoindre aux équations (2) du 1% article l'équation 





(1) ou 4 Ov Ow 


= —_— © 


aa | ay 92 


On peut alors éliminer la fonction v et l'on trouve les deux équations 





9^u 2 2 a 9 (dw e 

apum ens thi Cis 4) 32 Gares : 

a’ 3 p 9 9 (dw du 
| —= A + (b —a)2 (2S), 


Soient ©, o un système d’integrales des équations 


?'o 2 5 .9 (da 90 
m = ¢ Ao ce? — b?)— (— — — 
EB eh ( FE (2 =) 


(2) 9° 9 /9 ° 
oC 2 2 9 o [7] 
— — a Ao b- QE || 
| ot? E ( I I 9 / 
Il suffit de prendre 
90 9 do 26 
(3) TX A Cr eee 
oy Ow 92 Oy 


pour obtenir un système d'intégrales des équations (2) du premier ar- 
ticle qui satisfont à la condition (1) posée ci-dessus. 

Réciproquement, démontrons qu'à tout systeme d'intégrales w,v,w 
des équations de LAwÉ, qui vérifie la condition (1), correspondent deux 
fonctions ©, o qui satisfont aux équations (2) et qui sont liées à w, v, w 
par les relations (3). 

En effet, w,v,w, étant données, prenons deux fonctions &, , o, 
telles que 





, = 


F^ Oy 9x TH 
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(4) p onm : g^ Se 9d, ! E 904 


26 
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On pourra ajouter a &, et o, deux fonctions G,(x, 2), e,( , z) qui 
remplissent la condition 


90, 96, 
I —_ =O 
ox E 0% 


sans que les relations (4) soient altérées. 
C’est pourquoi, en posant 








©, = ©, + à, o. ga ms 
on aura 
90 90 96. 99, 
U 3 ; Qo = — 852.58 5 0: == xod x 
Oy ox ez 91 


En substituant les valeurs (4) dans les équations de Lams, on trouvera 


9 [9'a, 2 5 2 9 /9a 90 
—|—,—c AG, — (ce b ! !)l=o 
oy | ot a ( jm Es 02 : 














? [?'o, ^ 3 2 2 /9m 20, 

EE ee) 

9 10°, 5 n 9 (909, 90M] — 
le —N Aoc, — (b = ( An TUE |= O, 

9 [9'6, 5: 1 9, 9 (20, N en 


Par suite 








92 
07a, 2 2 a 9 /90, 90 
p ^? Ao (b le) le; 2) 
9 9 
EM 
Ou 92 


Mais il est toujours possible de prendre @,, o,, telles que 





vo À 9 /90, 90, 

3p Am, —— (ch — de — — f(x, 2), 
9°. 9 /9a, 90 

d — athe, — t e) o — età 
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Done on aura que @,, c, rempliront les équations (2) ce qu'il fallait 
démontrer. | 


2. D'après cela on conclut qu'il suffit d'intégrer le système (2) 
pour intégrer les équations de l'optique. Appliquons les formules (2) 
de l’article précédent. On aura que 


|^ =u +u" = f d,f(t +m, E, C)dede + fast + u, €, dde, 
(5) 

| » =o +0" = [Bft +, 6, dear + [uit + a, 6, C)déde 
formeront un système d'intégrales des équations (2). 


Méme 
ou Qw 


ay ' ay 


seront des intégrales des équations (2). Pour calculer ces quantités, re- 
marquons que l'on a 





ou ov 
ay zx Ar az? 
ow 2v 
incl Gk ate 
ou 
av — 9(v t v) av a(v + v') 
om ox ? az ze 
Mais 
av 2 
= = Eur 
T -f s; afm, + 6, 6, €)]déde 
j 29, Of OPA ap 
= ro UNE RE VA 
| E fi, p» ^5» 6) RF $25. ox Say 
Or il est aisé de voir que 
99, ag, ou, au, 
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Par suite 


>= f[-rete,e, 9 — 0,2 


? Qu, 0 


En supposant f continue et nulle pour £, ¢ infinies, on aura, par une 
intégration par parties 


: : 2 y LA 
(6) = M Ser: + Uris Sy €)dédC. 


Un calcul tout à fait analogue nous conduit aux équations 


av 


(6^) = f'Af + mys €, dE, 

(7) Me fort + mE, Odds, 
9 : Ser ER Le 

(7) <= ft + a, €, Odit. 


Dans les formules précédentes on a désigné par 
’ EL vU, 
fe ig: fe DES) 


les dérivées partielles des fonctions f,/ par rapport à &, £ calculées en 
regardant, 4, , £, £ comme des variables indépendantes. 
On aura donc 


| 7 = W + IKARG +46) £)dede + f'arE(t + u,,€, C)dEde, 
®) ow B N 
| ap =" UE J| hf ms, Fs C)dEdE + JG + u, €, C)déde. 


Par l’addition des expressions (5) avec les expressions (8) dans lesquelles 
on ait remplacé les fonctions arbitraires f et / par les autres fonctions 
arbitraires g , g, on trouvera les intégrales suivantes des équations (2) 
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( „2b 
a= [-7 snu, enw,f(t + u, , £,€) 
LE 
,2 r] 
—, n4, enu, gl + u , 6, C) 
HET si T ES 
— enu, dnu,gz(t + u, , €, 2| PAYNE S 
1 
+ | [ dni, enu,7( + a, 8,9) 
LE 
en à, dn à, 9 — eg ee 
ge AL 4e C) 
» PP Sy dns. 
(9) — en, sn u,gz(f +50] = — ded£, 
ca, A 
I s cnu, dn au, © - OF 
oO — dn, enw,f(t +u , &,€ xc cce eee) 





T NA CE EE 
— enu, snu,ge(t + u, , 6, 9] p A d£dz 
1 
TOME == = S 
+ — Bus enusf(t + uw, > 6, €) 


7.2 = =. %) - Er 
Tp Nu, enu, X g(t E Us So ©) 





= = = = sna 
E cardan (t 1, , €. 3] didt. 
1 


3. ll suffit maintenant de se rappeler que 


du 1 pou 20 u 20 U - 2 2°w 
— | —c— — b’— — (ce — D) — |, 
ay” ar ox" 92° ( ) | 





ou I [9*w 9*w 9^w ou 
Baal >| P us eo 
ey" a 


pour calculer les dérivées 
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En supposant que les dérivées f:, fz, ft, fe, 92, 92, ge, g- Solent continues 
dérivables et s’annullent pour €,¢ infinies, on trouvera par des inté- 


grations par parties 


2a ‚jenu, sn uw, 
— sn u dn 2.f- |= 
> - [IE t afi cm fe] au, À 
2 


(Ge ES cg; — b?o ge) 











— (c? — b?) dnu, dnu,g: .|é =: dé dt 
1 
1 e = Co ni 
+ | E dn "sf i au 
I = a, Fell 
Zen [ an u, dnu,(g/ — 67 ge’ — bye) 
ub „| © 
+ (c? — b7) — sn u, sn LY = a dé df, 
1 





26 I en u, dn u, 
> Ian, f; — sn u, ufi |* USUS 
ars „| dnu, dn w,(g; — bg! — ag!) 


—"" *b cn u, 





(b* — a?) sn u, sn "sg 


| aui Cum en a, sn à, 
— S80 wet, dn u 
=F IE Ufer 1 usft 1 PEN 


RA dé dt 





I 


Mx. | pb = S URL En past 2 
d ip SS BD us (gi ge — Age) 


en Uy 


“| d£d£ 


— 


+ (b? — a?) dnu, dn u,ge de 


ci, 


ou 4, ,49: ,gz, etc. sont les dérivées partielles du 2° ordre de la fonction 
9 par rapport aux variables {, £, & en supposant «w,, $,€ des variables 
indépendantes. 


Sur les vibrations lumineuses dans les milieux biréfringents 
ur : , . Xe = 90 09 
4. Il est aisé maintenant de déterminer les limites de & , e, ms 

y y 
lorsqu'on s'approche indéfiniment aux points du plan zz. On a (voir 


article 7, $ 4) 


(11) lim & = | [C snug, + bg: 


| 


ae 1 E bu snu,fdu, du, + 


du, du, + b dn fd, du, | 
UNE C M 
= dn 99: 3n bgt) du, dn, | 


fle + bdnu,fdu du, — (Bo: + + "sn 1,9) du, du, | 


+ fl | + bu sn u,fdu, du, + ( dn u,g: — bg: +) din, du, | 


94 


b T RER 
[(—; dn,g; + hg: du, du, + du sn md da, | 


\ 


(12) lim o = 
y=+0 ^ 


+ | | + b dn u, fdu,du, + (> SN ug: + by!) du, ds, | 


; I say er ul quite 
e | | (— jan sg, RS hg: du, du, + bu sn Ft du, | 


T3 


«fl | + b dn u,fdu, du, + (£ Sn u,q; — bgt) du, dig |, 


(13) lim 2? JE -snw,f, + Of: Jt, du, 
y- +0 OY 





Hn ce? — b? 4 T4 E ray 1 
“dn us (ge 235 c bg) EDGE by sn ugg [dus dus | 





ce’ — b° eS 
;— b dn ug dr du, 


" E dn af! + ner 
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"en uf, + a qe, 








Sp [= dn u a A“ = p- ge — dr, gt) qum a sn u. 398 ad du, | 





D du. 


3 


3 mb m ” nn 
*J E EE ege rb gp) 
b mum v DEUS | 

-— | am oft 5-3 od 


(14) lim > ki —- ^ dn uf, + Of: dr du, 
Lena — Oa? — at) (0° 0) dn ocala, 
«fi: + —[0 dn w(g;' — bg? — a?g2) + bu(b? — a?) sn u,gz]du, du, 


+ [- anat + hj eu du, 





b e ; 
+f |=: dn uf; — of: |du,du, 
+ = [du Sn u 3 (ge. V bg? TE age) — (? ID. a^)b dn uggs] du, du, 
E | jar xu dn u,(g;' — b?gz — a?g2) — bu(b? — a?) sn u,gz]du, du, 


3: [: sn Uofe Tri bd da, . 





5. On peut conclure que les fonctions (9) remplissent les conditions 
suivantes: 

1°) Elles sont finies monodromes et continues pour toutes les valeurs 
de x,z et pour y > Oo. 

2°) Elles satisfont aux équations différentielles (2). 

3°) Les valeurs de ces fonctions et de leurs dérivées par rapport à y, 
pour y = o dépendent de quatre fonctions arbitraires f,f,9,g de trois 
variables indépendantes. 
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Pour prouver tout à fait rigoureusement qu'on a trouvé ainsi les 
intégrales générales, il faudrait démontrer que les valeurs de & et de à 
et de leurs dérivées par rapport à y pour y — Oo sont arbitraires. Pour 
qu'il n'y ait pas d'ambiguité, nous faisons noter que lorsque nous avons 
parlé dans l'introduction d'intégrales générales, nous avons entendu les 
intégrales qui satisfont aux trois conditions précédentes. 


ART. 9. Application aux équations de l’électrodynamique. 


1. L'expérience montre que les cristaux transparents peuvent étre 
regardés approximativement comme des corps isotropes pour le magnétisme. 
Dans la théorie électromagnétique de la lumiére on prouve que les 
équations de l'électrodynamique dans le cas d'un milieu qui n'est pas 
conducteur et qui est électriquement anisotrope et magnétiquement iso- 
trope se réduisent aux équations de Lame.’ 

Il est tout à fait aisé de montrer que l'on peut appliquer les ré- 
sultats que nous avons trouvés aux équations de l'électrodynamique pour 
un milieu qui n'est pas conducteur, méme s'il n'est pas isotrope pour le 
magnétisme, pourvu que l'on suppose, comme fait M. Hertz, que les 
axes de symétrie de l'énergie électrique coïncident entre eux. 

Partons des équations (20a), (20 b) données par M. Herrz dans son 
mémoire sur les équations de l'électrodynamique pour les corps en repos * 











Am OT oy "o 

oM 9X oZ 
E n = = * 
( 2 Ap, ol 9z ome 
aN 3X ox 

Bs at 2x oy 





! Voir VOLKMANN, Vorlesungen über die Theorie des Lichtes, S 56. 
? Göttinger Nachr. v. IQ März 1800. Wiedemanns Ann. T. 40. p. 


Acta mathematica. 16. Imprimé le 20 juillet 1892. 97 


210 Vito Volterra. 


oX eM oN 





LE Yel out 

oY oN aL 
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( ) 7 2 ot 2x o2 
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auxquelles il faut ajouter 


ol, oM oN 
(2 a) ym d 2 + py yas O, 
X oY oZ 
(2 b) bre De NUE pr 
Posons 
Vu X = X, N79 ENT EN AS 
Ih psp b. =u, Its tsp, M = v, [Is Vis Po N — qu. 
VUE = v, ven = Ys Vase — 2 
on aura 








et 27 OC 

9v ox oZ 
A Z3 pe = ? 

ot G oc 


ox Ov ow 


Au E EM 
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DE ow — Qu 
Ae ts ms ee M 
gts Hy ol 5E or? 
OZ du ov 
[2i — = —o—— 8 
Ae, Hu ts ot 27 FE 
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Remplaçons 


AE HU Are UN Are, 


par 
I I 
juu 


Les égalités précédentes deviendront 


ou BE s poe 











ot? 97 oc 
av ,9U 20W 
ar: Sce IS 
Pw 2 aU 
at? 26 an ” 
ov ow 
DESIRE e 
ec 97 
ow ou 
‚= eier) 
oc ec 
ou Ov 
pets 
on 9 


Par conséquent on trouve les équations de Lane. 


2. Examinons maintenant un cas plus général. Supposons que le 
corps soit conducteur et les axes de symétrie par rapport à la conduc- 
tibilité coïncident avec ceux relatives aux énergies électrique et magné- 
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tique. En prenant les lignes ©, y, 2 paralleles à 
(72), (7b) du mémoire de M. Hertz, pourront sécrire 


(3 b) 


Posons 
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, 








ces axes, 


4 ol = oZ oY 
gp oy oz 
eM 9X 22 
Ab — 9. Io) 
ONSE OV AIX 
Re = 
ot ox oy 
9X ea ON 
T1 a; + 474A(X— X) METEO 
2Y x t= VON voL 
Ae, Fr A ATAA,(Y NE y ) —— ox E 
oZ oL oM 
e E TA. (ZR —4)-—-———- 
A 3 ot + 4 2, ( ) oy ox 
&, X — wu, &, Ve,e, Y — 9; e, V&,€ 
e, L =, ve, M — M', Ve, N = 
ve, 6 — x, V6,7 = y; MERC ia, 
m I "OM elo 2 
1228 2 A Eu m A I4 9193 
À, " 2 - ze = 
Au. =k, 47 5 = k,, iz k., 


les équations- 
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on trouvera par le même procédé que nous avons suivi dans le para- 
graphe précédent 














ou Ou oV oW 
CIE VE pee PUR T IET AVIS HURLEY 
a T ^g ac o et 
(4a) go ti one Wa QUE 
| 2 9t er: er 
9^ ‚dw 20U ,9V 
sp b t 97 P o6 C 
pi nec es 
27 26 
b ou Ow 
(4 ) y-—l—z , 
9° oc 
Wee 
9 27 
Supposons 
ki =k, =k, =k 
Posons 


W,,V,, w,, étant des fonctions indépendantes de ¢. 
En substituant ces valeurs dans les équations (4 a), (4 b) on trouvera 


of Jor SH 
al? + er ae af — O0, 
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SZ + jeu es 
Ga) a in eee Ue , 
o aw, arts ws, 
(5 b) V, LE, x 
W, =o 5 


où a est une quantité constante. 
Méme les équations de Lame se réduisent à la forme précédente 
en posant 


Particularisons les fonctions arbitraires qui paraissent dans les intégrales 
de LAMÉ en prenant 


f(a) = f(x) = ever, 


g(x) = g(z) = 0 


— at 


on trouvera, apres avoir divisé par e\ des intégrales des équations 


(52), (5b) et par là on aura des intégrales des équations (4a), (4 b). 
On pourra appliquer évidemment le méme procédé aux intégrales trou- 
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vées dans l'art. 8, et par une méthode bien connue on obtiendra ainsi 
l'intégration des équations (4 a), (4 b). 

Les résultats qu'on a trouvés dans les articles précédents peuvent donc 
s'étendre aisément aux équations de l'électrodynamique lorsque les rapports 
k 


j,k,.k, sont egaux. 
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SUR LES DÉTERMINANTS INFINIS 


ET LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


PAR 


HELGE vos KOCH 


à STOCKHOLM. 


*) 


Dans une note récente,’ j'ai appelé l'attention sur le parti qu'on peut 
tirer des déterminants infinis pour la théorie générale des équations diffe- 
rentielles linéaires et, particulicrement, pour la résolution du probleme 
suivant. Etant donnée une équation différentielle linéaire homogène dont 
les coefficients sont holomorphes à l'intérieur d'un certain anneau circu- 
laire: obtenir pour ce domaine un système fondamental d'intégrales sous 
la forme analytique qui, d’après les recherches de M. Fucus,’ caractérise 
toujours les intégrales à l'intérieur d'une telle partie du plan. 

Grâce aux travaux de MM. Fucus, HameurGEr, Picarp et MrrTAG- 
LgrrLEm, on possède des méthodes pour résoudre implicitement le pro- 
bléme, c'est-à-dire, on peut trouver certaines formules analytiques qui 
donnent les intégrales pour le domaine considéré sous une forme qui est, 
toutefois, essentiellement différente de celle signalée primitivement par 
M. Fucus. 





* Sur une application des déterminants infinis à la théorie des équations différen- 


tielles linéaires, Acta mathematica, t. 15. 

* Fucus, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veründerlichen Coeffi- 
cienten, Journal für Mathematik, t. 66. 

° Fucus, Journal für Mathematik, t. 75; HAMBURGER, Journal für Mathe- 
matik, t. 83; PrcARD, Comptes rendus des séances de ] académie des sciences 
de Paris, Mars 1879; MrrrAG-LEFFLER, Acta mathematica, t. I5. 
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Le probléme direct, qui consiste à obtenir les intégrales sous leur 
forme explicite, a été l'objet de recherches nombreuses, parmi lesquelles 
il convient de rappeler ici celles de M. Fucus déjà citées et celles de 
M. Tnome.' Ces auteurs ne se sont pourtant occupés que de certains cas 
particuliers. De plus, on sait que les recherches profondes et extréme- 
ment remarquables qu'a publiées M. Poincare’ au sujet des intégrales 
irregulieres, n'ont pas eu pour but d'obtenir actuellement ces intégrales, 
mais de les représenter asymptotiquement au moyen de certaines séries 
divergentes. 

Dans la note citée, j'ai indiqué comment on pourrait traiter le pro- 
bléme d'une manière générale à l'aide des déterminants infinis, mais je 
n'ai donné la solution définitive que sous certaines restrictions. Dans 
le mémoire présent, le probléme sera résolu dans toute sa généralité. 
Pour atteindre ce but, il faut d'abord s'occuper un peu de la théorie des 
déterminants infini. En effet, cette théorie nouvelle dont l'introduction 
dans l'analyse est due à MM. Hirn et PoINCARÉ," n'a pas encore, a ce 
qu'il parait, captive l'attention des géometres tant qu'elle le mérite et, 
naturellement, il doit rester bien des lacunes à combler et beaucoup de 
théorèmes à établir. Dans ce qui suit nous nous bornerons à développer 
(Il, $ 1) ce qui parait nécessaire pour pouvoir appliquer l'instrument 
nouveau d'une maniere absolument rigoureuse au probléme que nous nous 
sommes proposé. 

Le $ 2 contient une application des déterminants infinis à la résolu- 
tion de certains systèmes d'équations linéaires où le nombre des inconnus 
de méme que celui des équations est infini. 

Dans la partie II se trouvent les appliquations qui se rapportent à 
la théorie des équations différentielles linéaires. 





' Tuomé, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Journal für Mathe- 


matik, t. 74 et suiv. 

* PorNCARÉ, Sur les intégrales irröquliöres des équations linéaires, Acta mathe- 
matica, t. 9. Voir aussi: Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux 
differences finies, American Journal of Mathematics, t. 7. 

? Hirn, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the 
mean motions of the sun and moon, Cambridge, Wilson 1877; Acta mathematica, t. 8. 
PorvcARÉ, Sur les délerminants d'ordre infini, Bulletin de la Société mathé- 


matique de France, t. 14. 
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$ 1. Sur quelques propriétés des déterminants infinis. 


1. Soit A, (i,k = — © .. + ©) une suite doublement infinie de 
nombres donnés et désignons par 


D; = [pro m..+m 


le déterminant des quantités A, (i,k = — m .. + m); si, pour des valeurs 


indéfiniment croissantes de m, la quantité D, a une limite déterminée D, 


m 


on dit que le déterminant infini 


[45] —=— 00., + oo 


est convergent et a D pour valeur. Dans le cas où la limite D n'existe 
pas, le déterminant en question sera dit divergent. En d'autres termes, 
le déterminant infini 


Aie D ..—+ o6 


est convergent, si à chaque quantité positive 2 correspond un nombre positif 
entier »' tel qu'on ait 


(Do Di < 2 


pour toute valeur de » supérieure à »' et pour des valeurs quelconques 
de l'entier positif p; le déterminant est divergent, si un tel nombre »' 
n'existe pas. 

Convenons d'adopter les dénominations suivantes. La diagonale prin- 


. cipale du déterminant D est l'ensemb]e des éléments A, (i = — © ..+ o6); 
la ligne i est constituée par les éléments A, (k — — co .. + cc) et la 
colonne k par les éléments A, (i — — co .. + co). Un élément quel- 


conque À, s'appellera élément diagonal ou non-diagonal suivant qu'on a à — k 
ou izk. .Enfin, l'élément A,, sera nommé l'origine du déterminant con- 
sidéré: c'est celui des éléments diagonaux qui appartient à la fois aux 
deux diagonales de chacun des déterminants D 


me 
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Il est clair qu'on peut former avec les éléments 4, une infinité de 
déterminants infinis ayant les mémes diagonales principales mais des ori- 
gines différentes; rien ne permet d'affirmer a priori qu'ils sont convergents 
ou divergents en méme temps ou, s'ils convergent, que leurs valeurs sont 
les mêmes. Un déterminant infini n'aura donc en général aucun sens 
déterminé que quand on connait sa diagonale principale et son origine. 


2. Soit donné un déterminant infini D; pour que D converge, il 
suffit que le produit des éléments diagonaux converge absolument et que 
la somme des éléments non-diagonaux converge absolument. 

Posons, en effet, A, = a, (pour i Z K) et A, = 1 + aj: par hypo- 
these, la serie 


Su EI Os | (Em — m. ©) 


est convergente, d'ou l'on conclut immédiatement qu'il en est de méme 
du produit 


P= Tia + > |l). (ik — o. + o) 
Formons les produits 
+m +m +m +m 
P,— (Ea). Pa= U(r + = ep 
i=—m k=—m i— —m k=—m 


si, dans le développement de P,, on remplace certains termes par zero et 
change les signes de certains autres termes, on obtiendra D,; par conse- 
quent, à chaque terme dans le développement de D,, correspond un terme 
dans le développement de pP, de telle manière que celui-ci n'est jamais 
plus petit que la valeur absolue de celui-là; de plus, en remplaçant cer- 
taines quantités a, par zéro, certains termes s'annulleront dans les de- 
veloppements de D,,,, et P,,, et, parmi les termes de P,,,, 
sent, on trouvera évidemment ceux qui correspondent aux termes annullés 
de D,,,; or, en remplaçant les quantités a, [i,k — +(m+ 1),.., + (m+ p)] 
par zéro, D,,, et P,,, deviennent égaux à D,, et P 
ce cas, D,,, — D 


de D,,, et P,,, qui sannullent. Par conséquent, on a 


qui s'évanouis- 


de sorte que, dans 


m 


m €t P,,,— P, représentent respectivement les termes 


D aD | Pau ar. Py: 


m+ p m | 
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En vertu de la convergence du produit P, on peut faire correspondre 
a] 


à chaque quantité positive 9 un entier positif »’ tel qu'on ait, pour » > n’ 
et pour des valeurs queleonques de l'entier positif p, 


= fa ET 
Jo TC) Ie | Dis» — D, | «9, 


ce quil fallait démontrer. 

Pour le cas ou les éléments diagonaux sont tous égaux à l'unité, ce 
théorème est du à M. PorwcAnÉ (Bulletin de la Société mathéma- 
tique de France, t. 14, p. 77). 

L'étude des déterminants infinis dont les éléments remplissent les 
conditions énoncées plus haut et dont la convergence vient d'étre établie, 
sera l'objet principal des pages suivantes. Nous convenons de dire que 
ces déterminants sont de la forme normale. 


3. Dans le n° ı nous avons défini un déterminant convergent comme 
la limite D vers laquelle tendent les déterminants D, pour des valeurs 
indéfiniment croissantes de m. Dans le cas des déterminants de la forme 
normale, on voit facilement qu'un mode de génération plus général con- 
duit au méme résultat. Désignons par D 
et par P,, le produit 


le déterminant [Ax ]i,-— 1.4m 


mn 


si p désigne le plus grand des nombres m et m, il est clair que tous les 


termes de D,, se trouvent dans le développement de D,, et que chaque 


myn 


terme de P,, est aussi un terme de P,,,, d'ou il suit, en raisonnant comme 
plus haut, que 


= LP yer En: 


|D,, —D 


| p.p m,n 





or, pour des valeurs indéfiniment croissantes de m et de n, les quantités 
P,,;P,, tendent vers la méme limite P; done D,, et D 


p.p m,n 


tendent vers 


une limite commune et, comme D,, désigne le méme déterminant que 


nous avons désigné auparavant par D 


,, cette limite est égale à D. Done, 


pour définir le déterminant D, on peut faire usage des déterminants D, , 
tout aussi bien que des déterminants D, du n° 1. 


bo 
bo 
bo 
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Appliquons ce résultat à un cas particulier. Soit À un entier quel- 
conque, mais déterminé, et posons, pour un moment, 


D Ex: DS DE = aS 


m,m 


les deux suites infinies 
(D) ID; DAD eran 
(A) ATX Ry NS a SN 


m) 


m2? 


auront la méme limite D; or nous savons, d’après le n° r, que la suite 
(D) définit le déterminant [4,],:-_.,, et que (A) définit le déterminant 
Ayla... Cest-a-dire celui qu'on obtient en choisissant l'élément 
4;; pour origine dans la table des éléments A,. Par conséquent, dans 
un déterminant de la forme normale, on peut prendre un élément dia- 
gonal queleonque pour origine: la valeur du déterminant reste toujours 


la méme. 


4. Un déterminant de la forme normale reste convergent si l'on 
remplace les éléments d'une ligne quelconque par une suite de quantités 
qui sont toutes plus petites en valeur absolue qu'un nombre positif donné. 

Remplaçons, par exemple, les éléments de la ligne numérotée 0: 


v y .. As m bes m 


par des quantités 


vérifiant l'inégalité 
PAS pf =O, 


et solent D; et D' ce que deviennent D, et D.  Désignons de plus par 
P; et P' les produits obtenus en supprimant dans P, et P le facteur 
correspondant a l'indice 0; on voit immédiatement qu'aucun terme de D, 
ne peut étre plus grand en valeur absolue que le terme correspondant 


, 
m 


du développement de 5r; et, en raisonnant comme dans le n° 2, on obtient 


| iby ES D. | < AP, x MP 


m+p m+p 


ce qui démontre la proposition énoncée, 
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Ce théorème, démontré par M. Poincaré pour le cas où tous les 
éléments de la diagonale principale sont égaux à 1, peut facilement étre 
généralisé. En se servant d'un mode de démonstration parfaitement ana- 
logue au précédent, on peut prouver qu'un déterminant de la forme 
normale reste convergent si lon remplace les éléments d'un nombre quel- 
conque de lignes ou de colonnes par des quantités qui sont, en valeur 
absolue, inférieures à une quantité donnée. 


5. En conservant les notations du numéro précédent, il est clair 
qu'on a: 
ID| x P; | D'| < uP'. 


En effet, les inégalités ou égalités 
[Des p. sp LA ETES WE 


subsistent pour toutes les valeurs de m et, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de m, D, et D; ont pour limites D et D'. 


6. Si l'on change, dans un déterminant de la forme normale, l'une 
dans lautre deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de 
signe; il est nul, si deux lignes ou deux colonnes sont identiques. 

En effet, soient D’ et D/, ce que deviennent D et D, en changeant 
lune dans l'autre deux lignes quelconques; on peut toujours choisir m 
assez grand pour que ces lignes appartiennent toutes deux au détermi- 
nant D,. On a done 


D, = — D,,. 


m 


Or, en fixant arbitrairement une quantité positive 2 aussi petite qu'on: 
veut, on peut trouver un entier »’ tel que, pour n > #', 


| D — D, | <a, D' — 1); | < 5; 


par conséquent on aura, en choisissant # suffisamment grand, 


[D + D'| = |D — D, + D' —D;|<|D— D,| + |D' — D,|< 26, 





ce qui conduit à l'égalité 
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La seconde partie du théorème énoncé est une conséquence immé- 
diate de cette égalité. 


7. Le développement d'un déterminant de la forme normale peut 
étre présenté sous beaucoup de formes différentes. 
a) Partons de l'identité 


Asa À; + (A,—A,)+..+ (Ass: — As) 
où 
Asa = [Aile r.+r A, = [24],:— y.4r; 
posons 
Ara, A, TG 


Ass — Ag, = Vert AD AS BV 


AS EYES Az -r+1 E 
Von = | 
| | 
PIRE et uem 
| A uva "is Ais ue v IUD 
Va = | 
Aud FASER 
1 | 
dr t .. A a,» | 


et faisons croître m au delà de toute limite. Si D est la valeur du dé- 
terminant donné, on aura 


(a) D= Vo Vi ee 


La serie du second membre est convergente, puisque A,,,, et A,, ont la 
méme limite D (n? 3); elle est aussi absolument convergente, ce qu'on voit 
en la comparant à la série à termes positifs 


(a^) P = IT, + (IL, 72 II,) + oe + (1% FERES IT) + er. ug 


mM 
EB 
= 
— 
c 
a 
Q 
Os 
oo 
© 
5 
B 
m. 
Ba 
F3 
=] 
er 
tn 
me 
=] 
ES 
i=] 
ms 
[77 
© 
+ 
— 
© 
Uo 
C. 
2 
[=] 
a 
ES 
S. 
o 
3 
a 
a 
E 
ex 
E 
2 
i=] 
er 
Eh 
© 
= 
© 
E 
— 
B 
C. 
FJ 
LH 
= 
© 
= 
bo 
bo 
Ut 


ou 
tea +r +r e +r +r 
IL. = ‚Ha TE a£) er x dr | au |) 


et en remarquant que 


(a^) | Ar ri As | = Le. E Ib. 


b) Chaque expression IL, — IL, , peut s'écrire comme une somme de 
termes positifs dont aucun n'est plus petit que le terme correspondant du 
développement de V,. Si donc on écrit, de la maniere ordinaire, le de- 
terminant V, comme une somme de |» = M termes et qu'on remplace 
ensuite chacun de ces termes par sa valeur absolue, la série (a) restera 
encore convergente. En d'autres termes, si l'on a 


M 
Ys = VE, 
k=1 
la serie double 
(b) DX. V. 


est absolument convergente. 
c) On peut conclure de là que le déterminant D peut se mettre 
sous la forme 


(e) | D TT D te CIS Ay ee su Jor d A DAS 


les termes indiqués par le signe 22 s'obtenant en permutant de toutes 
les maniéres possibles les premiers (ou seconds) indices du terme principal: 


M RE Or EET 


—m,—m 


mm * * 


et en attribuant à chaque terme ainsi obtenu le signe + ou le signe — 
suivant la parité ou l'imparité du nombre des transpositions nécessaires 
pour passer du terme principal au terme considéré. 

En effet, chaque terme du développement (c) n'est qu'une combinaison 
de certains termes du développement (b); ce dernier étant absolument 
convergent, l'expression du second membre de (c) aura une valeur déter- 
minée et absolument indépendante de l'ordre des termes. Et comme, de 
plus, chaque terme du développement (b) se présente aussi dans le déve- 
loppement (c), l'égalité (c) se trouve démontrée. 
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d) Chaque terme du développement (c) contient comme facteur un 
élément et un seul d'une ligne ou d'une colonne quelconque. Par consé- 
quent, le déterminant D peut s'écrire comme une expression linéaire et 
homogéne des éléments d'une ligne ou d'une colonne quelconque. Si, par 
exemple, nous voulons le développer suivant les éléments de la ligne 
numérotée i, le coefficient de 4, s'obtiendra en annullant, dans le déter- 
minant JD, tous les éléments de cette ligne excepté A,, qui doit être 
remplacé par l'unité. Designons par 


adj d — a = Bi = Ay, 


le déterminant ainsi obtenu, de sorte qu’on ait 
(d) De Sy Aan: 


Les déterminants 4,, auxquels nous donnerons le nom de mineurs ou sous- 
déterminants du premier ordre, satisfont d'ailleurs aux relations suivantes 


(d’) o = 2,4524; G=i 


1 


qui découlent immédiatement du théorème (6). Des considérations ana- 
logues conduiraient aux égalités 


D — I, A502; 


o = LA; a,- (=) 


Il est clair que le mineur a, peut, outre de la manière déjà indi- 
quee, s’obtenir aussi en supprimant dans D la ligne i et la colonne 4, 
et en attribuant au déterminant résultant le signe (— ı)"*. En effet, 
on n'a qu'a se rappeler que les deux modes de génération conduisent à 
des résultats identiques dans le cas des déterminants finis et à raisonner 
ensuite comme dans le n? 3. 

e) Le déterminant D étant linéaire par rapport aux éléments de 
chacune de deux lignes quelconques i et m, si lon veut le développer 
suivant ces éléments, le coefficient de A,A 
les éléments 4, , A 


s'obtiendra en remplaçant 


mn 


par l'unité et les autres éléments des lignes i et m 


mn 
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par zéro. Le déterminant ainsi obtenu s'appellera un mineur du deuxième 
ordre et sera désigné par lune ou l’autre des notations 


, 


A, Ain ee à n 
Due D ( : ) 
A» AS b tés k vh 


il est facile de voir qu'on a 


2D 2D / m\ om 
9 Ain 0 À mx TIU 9 Ai 9 À mn v lis i) ium ( )» 


d'où l’on conclut que 


e) Deeds SE |G a 


An mn 
f) Plus généralement, si l’on désigne par 


Ain, se Ai, 


j Nc 
PRI 5 (; * -) 
inihi dob 4 


inky irkr 


le determinant obtenu en remplacant dans D chacun des elements 


Ay. Au, par l'unité et tout autre élément des lignes ?, ..i, ou des 


colonnes A, .. k, par zero, on aura 


A, 723 A, > : 
TE SEES 
E >. : DER QN E 
(f : Qt) 
EZ | | 
dm 7 irky 
Le déterminant 
( "t d 
k, .. k, 


= 


sera nommé un mineur ou sous-determinant de l'ordre r; on peut l'obtenir, 
comme il est facile de le voir, en supprimant dans D les lignes à .. 2, 
et les colonnes k, .. 5, et en attribuant au résultat le signe 


L 


(— py hits ai. 


228 Helge von Koch. 


En résumé, un déterminant D de la forme normale peut être dé- 
veloppé suivant les déterminants formés par les éléments appartenant à 
une combinaison quelconque de lignes ou de colonnes. On voit facilement 
qu'il ne faut pas nécessairement que le nombre de ces lignes ou de ces 
colonnes soit fini. Le théorème de LArrAcE sur le développement des 
déterminants ordinaires peut donc étre généralisé de maniére à embrasser 
complétement le cas des déterminants infinis de la forme normale. 

2) Il est clair que le déterminant D peut être développé suivant les 
éléments d'une ligne et d'une colonne quelconque. Prenons, par exemple, 
la ligne o et la colonne o. Le coefficient de A,, est a,, et celui de 
A,, Ay, est 


ce qui nous permet d'écrire 


—- O \ 
(g) D — Ayo oo Wa Pa Ay do; Ve à) . (5E E Tyson) 


ik 


h) Enfin, on peut développer le déterminant D de manière à mettre 
en évidence les dimensions de ses termes successives par rapport aux quan- 
tites a@,. En effet, on peut démontrer d'une manière absolument analogue 
à celle employée pour le cas des déterminants finis, que l'égalité suivante 
a lieu: 








| 
| Ba | | 
(h) D = 7 + | | + CR Polis pro 5^ 
| op og | 
Gh, FE 
les indices p, q,r,.. parcourant tous les nombres entiers positifs et néga- 


tifs qui satisfont aux conditions 
D gis a 
8. De cette derniére formule ou de la formule (c) on peut tirer 


une conséquence importante. On voit en effet que la valeur de D n'est 
pas altérée par des déplacements quelconques entre les lignes et entre 


. 
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les colonnes, pourvu toutefois que ces changements soient tels que les 
éléments diagonaux et les éléments non-diagonaux restent respectivement 
diagonaux et non-diagonaux. 

Pour cette raison nous dirons que les déterminants de la forme nor- 
male sont absolument convergents. 


9. Étant donné un déterminant D de la forme normale, si lon 
remplace les éléments d'une ligne quelconque par des quantités y, dont 
les valeurs absolues n'excédent pas un nombre positif donné, le nouveau 
déterminant D' jouira des mêmes propriétés que l'ancien et pourra, en 
particulier, être développé suivant les quantités y,. 

Remplaçons, par exemple, les éléments de la ligne o par des quan- 
tites y, vérifiant l'inégalité 


| uns «nm 


et solent A' 


„ et Vj, ce que deviennent respectivement les déterminants A, 
et V, du n° 7. Soient de plus P' et II’, les produits obtenus en suppri- 
mant dans P et IL, le facteur correspondant à la ligne o. Dans la série 
convergente 


, 


P — pl; + X, mE I) , 
chaque terme p(IL, — IL; ;) est une somme de termes positifs dont aucun 
n'est plus petit que la valeur absolue du terme correspondant dans le 
développement du déterminant 


M 
, , , 
V. = AN 1= ZV iw» 


m M 


d'ou l'on conclut que la série double du second membre de l'égalité 


D' = z DEN 
converge absolument. On voit par là que la ligne o dans le détermi- 
nant D' joue le méme róle que toutes les autres lignes et que, par consé- 
quent, les théorémes des numéros précédents subsistent sans aucune altéra- 
tion pour les déterminants de la forme D’. 


/ 


/ 
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Un raisonnement analogue s'applique au cas ou lon remplace 
les éléments d'un nombre quelconque de lignes ou de colonnes par des 
quantités inférieures en valeur absolue à un nombre positif donné. 


10. Dans un déterminant D de la forme normale, remplacons les 
éléments d'une certaine ligne, par exemple la ligne o, par des séries 
finies ou infinies y, 

Yı = Dafa, 


telles qu’on ait 
DA HEN] <<, (o +2) 


(| désignant un nombre positif donné. Le nouveau déterminant s'écrira 
ainsi: 


DDR WTA = 2 ator fen = >, (Dan): 


c’est-à-dire comme une somme d'un nombre fini ou infini de determi- 
nants infinis. 


11. Soit D un déterminant de la forme normale; soient c, une 
suite de quantités dont les valeurs absolues restent inférieures à un 
nombre donné. Si lon suppose c, = o et qu'on remplace les éléments A, 
de la ligne o par les quantités 


LA 
Ay, = Ay + 2,04 
le nouveau déterminant D’ pourra être mis sous la forme 
JD} = Da, Ar = D oe 2,0 . ar AS = D 


et ne differera pas, par consequent, de D. 


ı2. Soient deux determinants de la forme normale: 


À = [AA 22. Ex? B= ON CU 


si l'on définit des quantités C, par la formule 
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le déterminant infini 


CCE 


sera de la forme normale et l’on aura: 


t 
2 en 


Posons, en effet, 
' 


A, = Ax, 
A, = 1 F4}, 
par hypothese, les séries 
Qi [LA 
S, — 2,2, | ais |3 


sont convergentes. Or, en posant 


JE = Dus (ik) 
DB, = 5 ba; 


S, = Py Day: | ba 


C, = Cx ek), C, — 1 + Cy 


on a 
C = da + Og + 2d, By 
Car — OG; EE bi, Sr 25d; b; 


ce qui, en vertu de la convergence des séries S,, S, et 
Sa = Lips, | abu, 


„|. Par conséquent, 


suffit pour démontrer la convergence de la série & 
le déterminant C est de la forme normale. 

Pour mettre en évidence l'exactitude de l’egalite AB = C, il suffirait 
d'adopter un mode de démonstration analogue à celui employé dans la 





théorie ordinaire; mais il parait plus simple de procéder de la manière 
suivante. 


Posons 
+m 


Hi — XA, B,;, 


— Y LI 
Vix re Cr En Pixs 


du = [Aix | , Be ==, [5x CH = [ra] , 


b = Das Es Bins C Tz Cy IF fn 


(Os E [Ci] (i,£=—m..+m) 


À = Ar. an Os 
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le déterminant C, peut être exprimé de la manière suivante comme 
une somme de 2m + 2 déterminants: 


CE = (is OD Hs) xi (fts QUO [0 ,m-1 Vom) + (ans CIC Ho,m—2V0,n— Com) + se 
Do T (bo, mo =m Co mas S c Cd + Die Ce aite Cr 


les lignes numérotées o des déterminants respectifs étant seules représentées. 
Or, dans chacun de ces déterminants, tous les mineurs correspondant aux 
éléments », sont, pour des valeurs quelconques de l'entier m,, inférieurs 
.en valeur absolue au produit 


P— IL +, lc. 


D 
| 
8 
| 


Par conséquent, en remarquant que 


CH — (p s.s Low) 


on aura 
+m +m 


IC = Glen bead lve 


k=—m r=—m 





, 


mais, en choisissant m suffisamment grand, le second membre de cette 
inégalité deviendra aussi petit qu'on veut; c'est ce qui arrive, en effet, 
pour le second membre de l'inégalité 


+m +m oo +m 
P Ii. | Var ES P Ea | | aij by | xs | ME bis | 1 





Done, en se donnant une quantité positive quelconque 2, on peut 
déterminer l'entier m’ de telle manière que, pour m > m’, les valeurs 
absolues 





Br Ip Ic 





! "n 
, | [Ge — C 


m 





m |? 


soient toutes plus petites que 9. Soit Q une quantité positive suffisam- 
ment grande; on aura 





| À b A m B,| = | Aus + An Da an An {er | < OW + ot, 


| — €7| < 28, 
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ce qui, d'apres le théoréme de multiplication des déterminants finis: 


A B en 0 


m m m) 
conduit à écrire 
AB — C| « 9(Q + à + 2) 


ou enfin 
AB — C. 


io) Soon — EAS 


male; si l'on désigne par 4, ses mineurs du premier ordre, on a 


++ Un déterminant infini de la forme nor- 


LT TP 


" ee 





r 


GE m Ok. 
1 


i,.-7,; k,..k, désignant des entiers quelconques. 


En partant du théorème de multiplication démontré dans le numéro 
précédent, la démonstration de ce théoréme devient identique à celle de 
la théorie ordinaire! et pourra étre omise. En revanche, nous allons 
établir quelques autres formules qui se rattachent à celle-là et dont nous 
aurons besoin dans la suite. 


CASE i : 
Rappelons d’abord que, ie i) désignant toujours le mineur ob- 
NET] 
tenu en remplaçant dans D les éléments 4,,.. 4,, par l'unité et les 


autres éléments des lignes i,..;, ou des colonnes k,..k, par zéro, ce 
déterminant sera nul si deux ? ou deux %k sont égaux et changera de 
signe si deux i ou deux k se changent l’un dans l'autre. 


Cela posé, formons la série double: 


DONS d. miri 
M Je + Lk. 2 1) Kb 


1 L 


cette série est absolument convergente, car les quantités 


3 | fi 
; | ( 4| (m=—0.:+ 0) 








* Voir p. ex. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5*° Aufl., p. 63. 
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sont toutes plus petites en valeur absolue qu'un certain nombre positif, 


et la série 
> ft Sacto te 2 
irm " D de 


Uy / 


converge absolument puisqu'elle n'est autre chose que le développement 


I h 5 aM poris 
du déterminant obtenu en remplaçant dans le déterminant les 3) 
- 3 a oe yore 
chaque élément de la colonne k par l'unité. 
On a done le droit d'écrire - 
; OR I ON 
Gs > (ee El) Am 
u ™ \k, 4x les k — À À 
y iem (5 JU d, se) 
= , 15 
ri 4j m ke k, k/ m 
mais 
N JD. s amu 
(B) P \ Ama 
ut À À E . ls 
\ | 0, 5 5L 827 1 
et 
NS CUT RUN 
1 T 
(7) >= | k k 5) Any 
\ au ee Uy v / 
^d $^ 
| : ^|, ii=k 
Vs .. k, 
= l i; RO Uns Í Wad que 1, \ . 
— | |, Sl À = ne (v—1..r) 


nee Keg ake gia M P) 


O0, A BRUDER 


On a done d'une part 


d'autre part 


N TT RAD NGL / 4, ? i 
S E 1 n + 1 v—] v »*1 r 
"n" (| D GX gee LORS i). 
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ce qui entraine l'identité suivante: 
15/0 ae: t (RENE DUT ER SRE be Mj 
N 1 r 1 yd y "wl r 1 r 
(9) (1) * i) = le ko kok ns h I ? 2 
Tele ^r v=1 v jsp Vy —]1 v /y4-1 Oe Vas ped ao Vy t 


En particulier, si à est égal à l'un des indices 4 .. i,, par exemple 


. ROE ieee À 3 3 
i — i, le déterminant e H y s'évanouit et l'on a: 
À E 


1‘: 


Eee ee) 


r 


De plus, en remarquant que les colonnes peuvent étre regardées 
comme des lignes et vice-versá, on obtient l'identité 


r 


PSE AS 7) D b Seda de ees iSt a a PPS j 
€ = D 
(e) (,) le Pe x o^ Ner RER eas s ch, a p zh Je 


a 


qui, pour k = k,, prend la forme 


Eno Qs eee (IG om. 


1 ans ri 


14. Jusqu'ici nous n’avons étudié les propriétés des déterminants infinis 
que sous la supposition que ces déterminants fussent de la forme normale. 
Il est facile de voir qu'on peut ramener a ce cas une classe plus géné- 
rale de déterminants infinis. Supposons, en effet, que les quantités À, 
satisfassent aux conditions suivantes: 1° le produit II,A,, converge ab- 
solument; 2° il existe une suite de quantités x, (k = — co . . + c) telle 


que la série double 
D vi 
S E AC (E) 
converge absolument. Je dis que le déterminant infini 


D’= [44]. —c..+ o 


converge et jouit des mémes propriétés qu'un déterminant de la forme 
normale. 
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En effet, posons 


et formons le déterminant infini 
D si Kr: ©) 


ce determinant etant de la forme normale, on peut lui appliquer la for- 


mule (b) (n° 7); désignons par V,, et V,, ce que deviennent V, et Vu 
en remplaçant les 4, par les 4,; on aura 


| 


V+VY,+.+V,+.. 
== x. Pope 


or on voit alsément que 


Ns ra N Vu s NUES 


m ct k désignant des entiers quelconques. Par conséquent, le détermi- 
nant D converge, a la méme valeur que D et peut, de plus, être repré- 
senté par la formule suivante: 


Diz NGOs: EIE EINEN IEEE 
: >= 24 Da NV as 


En prenant cette formule pour point de départ, on voit, tout a fait 
comme dans le cas des déterminants de la forme normale, que les théo- 
remes du n° 7 ainsi que ceux des n° 8, 12 et 13 s'appliquent aussi au 
cas du déterminant D. Au contraire, le théorème du n° 9 subit la 
légère modification que voici. 

Remplacons dans le déterminant D les éléments de la ligne i: 


(km — 0. 4-0) 
par des quantités 


(k= a+ oo) 
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dont les valeurs absolues sont inférieures à un nombre donné, et soit D’ 
le nouveau déterminant; on pourra écrire 


E an 
p 2 =} 
0 Aix 
or, en vertu des remarques du n° 9, et d'apres ce qui vient d'être dé- 
montré, il est clair que la valeur de D’ ne change pas si lon multiplie 
Fe à I 
les éléments de chaque ligne à par — et ceux de chaque colonne # par 
z,; en d'autres termes, si l'on désigne par D’ le déterminant obtenu en 
remplaçant dans D les éléments de la ligne 7 par les quantites y,, on aura 
aD 
jp» — , E > PTT 
D x [x Ur 


Le théorème suivant se trouve donc démontré. 
Soit un déterminant dont les éléments A, satisfont aux conditions 
énoncées plus haut; si l'on remplace les éléments d'une ligne à quelconque: 


Aj, (k=— ~..4+ x) 


par des quantites 
Pk (k=—a..+ x) 


telles que les valeurs absolues des quantites 
— di 
Pk == (k—— @..-++ o) 
Ty 


n'excédent pas toute limite, le nouveau déterminant convergera et pourra 
être développé suivant les quantités y, de la manière ordinaire. 
Par exemple, sil existe une quantité z telle que la série 


; T ^x 
D DAT G4 
converge absolument, on peut prendre 


X = X (kK=—@..+ 0) 


et, en remplacant dans le déterminant D les éléments 4, de la ligne à 
par les quantités y, = a‘, on voit que le nouveau déterminant s'exprime 
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comme une série ordonnée suivant les puissances de x, dont les coefficients 
sont les mineurs du premier ordre appartenant à ladite ligne. 


15. Avant de terminer ce paragraphe, il convient de dire quelques 
mots sur les déterminants infinis dont les éléments sont des fonctions 
analytiques d'une variable indépendante p. 

Soit 

D(p) = [Aa(0)]a- - 9. 


un déterminant infini où les 4,(p) sont de.telles fonctions, et posons, 
comme plus haut, 


D,(p) == [Ax (p We 


soit 7 un certain continuum dans le plan représentatif de la variable p 
en dedans et sur la limite duquel les fonctions A,, sont finies et continues. 
Nous dirons que le déterminant D est uniformément convergent dans le 
domaine T si, après avoir fixé arbitrairement la quantité positive 9, on 
peut trouver un entier positif »' tel que l’on ait 


|D,,,(0) c D, (o) | < Ô 


dés que x > X, pour des valeurs quelconques de l'entier positif p et pour 
toute valeur de p en dedans ou sur la limite de T. | 

Cela posé, si le déterminant D converge uniformément dans T, il 
représente dans ce domaine une branche uniforme d'une certaine fonction 
analytique. 

En effet, la série du second membre de l'égalité 


DIS De + qp. = pite M REPE M 


converge uniformément en dedans de T. 

Supposons maintenant que les fonctions 4, (5o) satisfassent à la condi- 
tion suivante: si l'on pose A,(o) = a,(p), Ai(e) = 1 + a;(p), la série 
double 


25,22, |a;(p)| 
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converge uniformément dans T.' Il est clair d'abord que le déterminant 
D sera de la forme normale pour chaque point p de T. De plus, il est 
facile de voir qu'il convergera uniformément en dedans de ce domaine. 
En effet, le développement ((a), n^ 7) est uniformément convergent puis- 
que l'inégalité (a^) a lieu pour toute valeur de p appartenant à T et que 
le développement (a^ de P converge uniformément en dedans de ce domaine. 

Mais le développement (a) n'est pas le seul dont la convergence est 
uniforme; cette propriété appartient à tous les autres développements du 
n° 7. Considérons d'abord la formule (d). Puisque tous les mineurs du 
déterminant D(o) sont plus petits en valeur absolue qu'un certain nombre 
positif et que la série 


2. | Ao) | 


converge uniformément dans l’intérieur de T, il en sera de méme de la 
série 2 


2; | Au(o)aa(o) | 


et par suite de 
2, Aa(p)a«(p) = D(p)- 


La méme chose se démontre d'une maniere analogue pour les dé- 
veloppements (e), (f) et (g), et il ne reste qu'à examiner la formule (h). 
Ecrivons cette formule ainsi qu'il suit: 


(h) pte SS Se EN ei. 








to do 
1 C Sn x . . . . 
Une série double p 2 €,, où les c,, sont des fonctions finies et continues d un 


nombre quelconque de variables, laquelle converge pour chaque point d'un certain domaine 
T. sera dite uniformément convergente dans ce domaine, si à chaque quantité positive 0 
correspondent deux entiers m’, n’, tels que lon ait 


al4s 


n Lr, Qu | « 6 


dés que m — m', n>n et pour chaque point en dedans ou sur la limite de T. De 
méme, pour le eas des séries d'ordre de multiplicité 3, 4, ete. nous adopterons des défini- 
tions analogues. 
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ou 
| 
| | App Op Apr | 
a a, | | 
5 rp pq | | 
11 | ger | { 2 
EZ s | I2 = ) App Ag Mar | > ? 
Psd yy Aa Par | 
| a, Qr pln | 
posons, pour un moment 
, ? 
toa 
2 > | Qix | (i — o. 4 o) 
k=—o S 


et développons le produit p = II,(1 + £) de la maniere suivante: 


(h) pug ie Dar 
ou 


Y= Lm, I" = Iu,u, I” = Zuuu,..; 


PI Dnq,r 


il est clair d'abord que 
| S”| = SY £ |." | E vC N | S6» | = DI. A 


et que, par conséquent, il suffit pour notre but de démontrer que la série 
(h) converge uniformément. Si, à cet effet, nous écrivons P sous la forme 


(n). iE re Di zE (D, 2) GE 2,28 zin (Pr a Dai) + "ux 
ou 
+r c-r 
Parsi = Hd Els u,), Par = EC + Ui), 


nous savons que la série 2, ( Pm — Pa) converge uniformément en de- 
dans de 7T. Done, à chaque quantité positive 2 correspond un entier 7’ 
tel que l'on ait 


Sig pee a 


dès que » > » et pour toute valeur de p en dedans de T. Or l'expres- 
sion p,— p, , se compose de termes positifs formés en multipliant cer- 
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taines des quantités w,, le degré de ces termes par rapport aux w, étant 
au plus égal à m. Donc tous les termes de l'expression 


oo 
rx 
, 
men 
c’est-à-dire tous les termes de P dont le degré par rapport aux wu, excède 
n — 1, se trouvent aussi dans la somme 
on 
» (Pn E Ds 
m=n 


dou l’on voit que 


SE < 0; 
m=n 
donc la série (h) et a fortiori la série (h) convergent uniformément à l'in- 
térieur de T. 
Mais il y a plus: toutes les séries $'"" qui composent la série (h) 
convergent aussi uniformément en dedans de T. Pour le voir, démontrons 
d'abord que chaque série X" converge uniformément. La série 


(m) 
ye = Im 21 ps Eu, Ws Um 
fy < Ha Lee S Um 
s'obtient en remplaçant certains termes de 


ARIA CE NET 


Lim py 


om 


par zéro; cette dernicre série qui n’est autre chose que le produit 


DU D hk cs es 


1 


est évidemment uniformément convergente puisque la série Z,w, converge 
: : : ; (m) 
uniformément; il en est donc de méme de X". Or on a 


Gu ** A, tm 


valeur absolue de | - +. SS Uy py + + Um) 


a oe € 


im fey Im fem 


done la série S"? est uniformément convergente en dedans de T. 
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16. Supposons, comme dans le numéro précédent, que les fonctions 
4A, soient telles que la serie double DAC) converge uniformément 
en dedans de 7. Soient y, une suite de constantes ou de fonctions qui 
sont toutes, pour chaque point p de T, inférieures en valeur absolue à 
un nombre donné. Si lon remplace dans D les éléments 4, d'une ligne 
i quelconque par ces quantités w,, on sait d’après le n° 9 que le déter- 
minant nouveau converge dans ce domaine et peut étre représenté par 
la série 


25 Zins 


démontrons que cette série converge wniformément en dedans de T. Puis- 
que le mineur a, s'obtient en remplaçant dans D l'élément 4A, par 
l'unité et les autres éléments de la colonne & par zero, il est clair que 
dans ce déterminant l'élément diagonal de la ligne k est nul et que, par 
conséquent, on a, d'aprés le m? 5, 


las | € P. 2, || 


o du domaine T. Or la série &,2, 


‘ 


pour tout point 





a,,| étant uni- 
formément convergente dans ce domaine, il en sera de même de Yi ez |; 
done la série 22,52, est a fortiori uniformément convergente en dedans de T. 


17. Supposons maintenant qu'il existe une suite de quantités x, qui 


rendent la série double 
vi 
ba Ye ()2 


uniformément convergente en dedans de 7. Dans ce cas, le déterminant 


D = [AA eas 





appartient à la classe étudiée dans le n° 14; tous les développements en 
série dont il a été question dans le n° 7 sont done valables à l'intérieur de 
T et il est facile de voir, d'apres les n^ 14 et 15, que ces developpe- 
ments convergent uniformément en dedans de ce domaine. 


18. Si l'on remplace dans D les éléments d'une ligne à quelconque 


AE | 
par des quantités zu, telles que les valeurs absolues js | (k =—oo..+ e) 
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sont toutes plus petites qu'un nombre donné, on sait (n° 14) que le dé- 
terminant ainsi obtenu est représenté par la série I uu, et que cette 
série converge pour chaque point o de T. Comme dans le n° 16, on dé- 
montre aisément que cette série converge uniformement en dedans de T. 


19. Revenons au cas où la série Sea converge uniformément 
dans 7 et proposons-nous de former la dérivée du déterminant D. Il est 
clair d'abord que la série double 


S = Dore 


est absolument et uniformément convergente à l'intérieur de 7; en effet, 
puisque ces propriétés appartiennent à X,2,4,, elles appartiendront aussi 


x da; 
à pou et les a, sont, pour toutes valeurs de p en dedans ou sur 
p 


la limite de T' inférieurs en valeur absolue à un certain nombre positif. 

Ceci posé, je dis qu'à l'intérieur de T la série S représente la dérivée 
de D. En effet, en conservant les mêmes notations qu'auparavant, on 
peut exprimer D par la série 


D = D, + Z (Dn TERT D); 


qui converge uniformément dans T; il suit de là qu'on peut écrire 


uo 


dD cae dD, y e RT) 


do do és \ do do 
i" I m=1 / 0 





et que la série du second membre de cette égalité converge uniformé- 
ment. Donc, en choisissant arbitrairement une quantité positive 9, on peut 
déterminer n’ de telle manière que 

dD dD,| 23 


0, 








do do | 


des que n > n’ et pour toutes valeurs de p en dedans.ou sur la limite de T. 
D'un autre côté, en désignant par af les mineurs du premier ordre 


du déterminant D,, on a 


n? 
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8$ —Y ya 245 Spee erste je 
= Du D = RT nd 


i=—n k=—n 


puisque S converge uniformément, on peut déterminer n” de sorte que 
l'inégalité x > »" entraîne celle-ci: 


|\S—S,\ <a 
pour toute valeur p de T. 
Or on a 
dD, rtr wat dAx 
EDS S, 22 > (at? E ax) d». 
‘ i=—n k=—n 


et l'on peut trouver une quantité y telle que les inégalités 
[au — on | < (P — P.) 


aient lieu partout à l'intérieur de 7. Denc il existe un entier s" tel 
qu'on ait 


pour n>n” et dés que p se trouve en dedans ou sur la limite de T. 


Par suite on a 


‘TD S|« 30 


| dp 


ou enfin, pour tout le domaine T, 
dD as y » dA; . 
dp s iP dp ? 
en introduisant une notation employée plus haut, cette égalité prend la 


forme 
dD aD dAx 
dp — 2 do ? 


généralisation d'une formule bien connue de la théorie des déterminants 
finis. 
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S 2. Sur la résolution des systèmes infinis d'équations linéaires. 


20. Posons 


+ 
u = X Agr, (i=— +) 
k=— © 


et supposons que le déterminant 
D= [45:1 nns 


soit de la forme normale. Proposons-nous de trouver toutes les valeurs 
des inconnus x, (k = — oo ..+ co) qui satisfont aux égalités 


(1) 2 — 0 | DE ifr 


et qui ont, de plus, la propriété de ne pas dépasser en valeur absolue 

chaque nombre fini: 

(1°) | x, | «EX. (Ec — o... oc) 
Supposons d'abord D + o. Pour toutes les valeurs des x, qui satis- 

font à (1) on a 

(2) E,|Aal |z.] < U, m 


U désignant un nombre positif fini. Donc la série 


et 
i 


EX 


converge absolument et l'on peut écrire 


d'ou: 
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c'est-à-dire 
Ty = O; (k=— æ..+ o) 


en d'autres termes, le systeme (1, 1") n'a aucune solution. Donc: 


Pour que le système (1, 1') ait une solution, il faut que le déterminant 
D soit égal à zéro. 


Supposons D — o. Avant d'examiner ce cas de plus pres, il faut 
établir quelques propositions préliminaires. | 


/I— m .. +m 


Formons le mineur ( ) et désignons par (— m .. + m) 


— m .. +m 


le produit obtenu en supprimant dans le produit 
P= IL + Zla,l) 


les facteurs qui correspondent à i = — m..-F m. Dans le développement 


— m .. +m 


du déterminant ( ) de méme que du produit (— m .. + m) 


— m.. +m 


se trouve le terme + 1, et aucun terme du développement de celui-la 
n'est plus grand en valeur absolue que le terme correspondant du dé- 
veloppement de celuici. Done on a: 


(4) 


| UAR pe <(—m..+m)—1. 


— m.. +m 


Choisissons arbitrairement une quantité positive 9 plus petite que l'unité; 
il existe un entier positif m’ tel que, pour m > m’, le second membre de 





(4) est plus petit que 9. Pour de telles valeurs de m on aura par. 
conséquent 





— m... +m 
(5) 1—0< || SES 
\— m.. +m 
4 — m .. +m’) d y N 2 
donc le mineur ( ,] est certainement different de zero et il 
— m .. +m! 
existe dans la suite 
—m.. +m 
( ) (m=0,1,2,..) 
—m.. +m 


un premier mineur qui n’est pas nul. 
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Il est donc possible de déterminer les indices i, .. 4,; k, .. k, en facon 


iMi. 

1 1 £ dort Q . 1 ^ 2 

que le mineur E 3 ne soit pas nul; de plus, si r > 1, nous sup- 
[i 9 9 Uy! 

poserons que ces indices soient choisis de manière que les mineurs 


y 


Ce à RE, : ; 
d'ordre inférieur a r et formés en prenant pour ¢,..4 et x,.. x 
Xv x, . 
respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres 3, .. 7, et 
k, ..k,, soient tous égaux à zéro. 

Cela posé, si r > 1, fous les mineurs de D d'ordre 1 sont nuls. 


En effet, puisque D est nul, l'identité ((2), n° 13) prend la forme 


cn Ai) 


1 


1° 


d'où l'on voit que les mineurs suivants: 


et, par suite, le second membre de l'égalité ((¢), n° 13): 


IE ASE ud 


r v=1 1 


s'évanouissent pour i,k = — co.. 4- co; done on a 


Des raisonnements analogues suffisent pour démontrer qu'aussi les 
mineurs d'ordre 2,3,..7—- 1 sont {ous nuls. ' 
Appliquons ces résultats aux probléme que nous avons en vue et 


Dos a PRE 

considérons le cas général où l'ordre r du mineur ts uj est quel- 
vy oe Kf 

conque, D'abord on voit facilement que les équations 
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sont superflues, c’est-à-dire qu’elles sont une conséquence des autres équa- 
tions #, = o du système considéré. Soit en effet 4, l'un des indices i, .. à,; 
puisque la série double 


ik WU dye esi, 1 
N D: i at kb; P 7) Anal 


r 


est absolument convergente, on a: 


Y k to 10, EPIO MU LU Y piss (B AC m mb "ja 
Ue A tr - A? 
m Kaa NOE k, UO. "m k, m À aw MV EAS k, ee 5 wn m 


v—1 


or la serie 
(PO RAE AO m à is 
m 1 —1 +1 
( y y à va 
N a eek 


est identiquement nulle si 2Z%,,k,,..4k,; elle est nulle aussi si À est 
égal à l’un des nombres À,, b,,.. k, puisqu'elle représente, dans ce cas, 
un certain mineur d'ordre r — 1. Done: 

bee ae tay endis 

Se ue EE 

1 vı "y Myr - r 
dans cette égalité le coefficient de w, n'est pas nul, mais les coefficients 
des quantités w,..w, ,w,,,..w, sont tous nuls Donc chaque égalité 
W, =O (v=1,2,..r) sera satisfaite si les inconnus remplissent celles 
des équations #, = o où l'indice 2Z 4,4, .. 4,. 

La série doublé 


1, asc MEN 
OY 1 r ^ 
S — N NK ( ) Amıkı 


is RICHT 
est absolument convergente et, si les inconnus x, satisfont aux équations 


u, = O, on a S =o; de là et en vertu des identités ((7), n° 13) on conclut 
que les relations suivantes doivent avoir lieu entre les inconnus: 


CU uh cs LAN ER ETE di ty EE 
(6) lk E i qd. i Brod id RE (x e S) Type hao. +%) 
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Ces relations qui sont nécessaires sont d’ailleurs suffisantes puisque 
toutes les séries 


i, 1, E i, i, D EST 4, 
X. E k, “a =) A of ND " % ‘| A t (m=— @..4 ce) 
sont nulles. Donc: 


Soit D un déterminant infini de la forme normale; après un certain 
rang m' quon peut toujours déterminer, tous les mineurs dans la suite 


= m .. + s) 
—m..--m 


sont différents de zéro et l'on peut, par conséquent, toujours trouver un mineur 


d'ordre fini qui west pas nul; si D est nul, si ( : + 4 est différent de 
hk, .. ki, 

zéro et si, de plus, les indices i, ..i,; k, .. k, sont tels que les mineurs 
EE S S : 

( | d'ordre » — 1,2,..r— I, formés en prenant pour t ..t, et 
BR a aX 

x,..x, respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres i, .. 4, 
et k,..k,, sont égaux à zero, tous les mineurs d'ordre Y,2,..v — 1 
sont nuls. 

Soit (1) un système infini d'équations linéaires dont le déterminant D 
est de la forme normale et a la valeur nulle, et déterminons les nombres 
v,%,..%,,k,..k, de ladite manière: si l'on assujettit les inconnus à la 
condition de ne pas dépasser en valeur absolue toute limite finie, les équations 
Wa = 0,4; 0,.. Mu, =O seront superflues, les inconnus mv, , Tu» ++ T, 
resteront indéterminés et les autres x, se présenteront nécessairement par 
la formule (6) comme des fonctions linéaires homogènes de. me y mE d. 


Pour le cas d'un système infini d'équations linéaires non-homogenes: 
(i2 — 2..4- o) 


oü les quantités c, sont plus petites en valeur absolue qu'un nombre 
donné, on pourrait, par des considérations analogues, facilement établir 
un théoréme correspondant. 
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8 3. Sur les intégrales des équations différentielles linéaires. 


21. Considérons une équation différentielle linéaire homogène d'ordre x 





où les coefficients P,(x), P.(x),.. P,(x) sont des fonctions holomorphes 
à l'intérieur d'un certain anneau circulaire dont le centre coincide avec 
l'origine du plan des x et dont les rayons À et R’ satisfont aux inégalités 


(2) Rae. 


Representons les fonctions P,(x) à l'intérieur de l'anneau (RR’) par 
des séries de LAURENT: 


+ oo 
(3) Pa) = X ant; ça, 
=—o 


nous avons vu, dans la note citee plus haut, que, pour qu’une serie de la 


forme 
+a 


disse 2 giat 
A=—o 


représente une intégrale de l'équation (1), il faut que p et 9, satisfassent 
aux équations en nombre infini: 


+ o6 
(4) G,(p) = e(p + m)g, + ye 4519) — iO (=m; m=—x..+ ox) 
b À=— 


mj 


H 


ou 


e(p) — o(o — 1)..(o — n +1) + p0(o — 1)..(o —n + 3)0 at: $a, 
Any, rt (p Sr A)(p se À LE 1) Ce (p p A—N Sr 3), m- A—2 Si mas EI An m—d n? 


bo 
wr 
+ 
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et, en étudiant les propriétés du déterminant infini 


(5) Q(p) = Kl De 
où 


"\ 2 (p) — I, 


nous sommes parvenus à former un système fondamental d'intégrales de 
l'équation considérée. Toutefois, comme nous l'avons déjà fait remarquer, 
cette solution ne s'est présentée que sous certaines restrictions. Pour nous 
affranchir complètement de ces restrictions, qui provenaient principalement 
de ce que les exposants des intégrales peuvent étre, dans certains cas, 
des points singuliers pour la fonction (9), il convient d'introduire un 
nouveau déterminant D(p) qui se comporte régulierement pouf toute va- 
leur finie de la variable p. 
Désignons par p,,p,,..p, les racines de l'équation 


(6) g(p) = o 


de sorte qu'on ait 


posons 





vie 





h(p)—1; (po) = 


m^ 


et multiplions les équations @,(p) = o par les facteurs respectifs 5, (9); 


ci 


le systéme nouveau: 


(7) h (ep) Gn(p) = o; (moe 


qui est évidemment équivalent à l'ancien puisque les //, (p) ne deviennent 
ni nuls ni infinis en dedans d'un domaine fini quelconque, prend, en posant 


h, (p) Ana A0); hs (p)e(o Se m) = en 01)5 


la forme 


(7) à xu(0)n = ©. (m=— +..+ x) 
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Le déterminant de ce systeme infini: 


(8) D(p) a (sells ges toon SSS 


est de la forme normale à l’intérieur de tout domaine fini; en effet, si 
l'on pose 


h,(p) = m'h,(p) 


de sorte que 
Ama , 


Xm E qn hp), Xo. P Ay 


et qu'on assujettisse la variable o = # + iv a la condition de rester en 
dedans d'un domaine fini 7’, il existe un nombre positif / plus grand 
que les valeurs que prennent les fonctions |4,(9)| en dedans de ce do- 
maine; on peut donc écrire 








Mn; (m=) 


or, en se servant du méme mode de démonstration que précédemment 
(Sur une application des déterminants infinis etc. p. 56) il est facile d'établir 


que la serie double 
) 2 : | A ma | (m= ; =m) 
m | 


im" 





converge et converge wniformément en dedans de T; la même chose ayant 
lieu pour la série 2,|A,,|, il en sera de méme de 


, 1 
D 2 mà | : (A=m) 
De plus, puisqu’on a 


/ eed 


= = TU 
Kawi?) "n (2 Hm E js -( Isl Ê ze Je es 


il est clair que la série 
+ © 


E |Ynn(?) — 1| 


1 


converge uniformément à l'intérieur de 7. Donc le déterminant D(p) 
est de la forme normale, converge uniformément en dedans de tout 
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domaine fini et représente, par conséquent, une fonction entière de p 
(voir § 1, n° 15). 

Pour trouver la relation qui lie les déterminants D(p) et 2(p), 
formons le produit 


Q(p) 2 AL yos (o); 


puisque le second facteur est un produit absolument convergent, le ré- 


sultat de la multiplication s‘obtiendra en multipliant — pour chaque 
indice m — les éléments de la ligne m par le facteur y„„(p). On aura 
donc 

4 
(9) 9(p) „U_Xun(p) = Dh Eb = D(p) 


ou, en posant 


+» n 


(10) pL ee) ET II pm II (2), 


y=1 





(11) D(p) = I (p) (p). 


Dans la note citée, nous avons dit, sans insister sur la démonstration, que 
la fonction Q(p) est périodique et de période 1; il est facile maintenant 
d'en donner la preuve rigoureuse. En effet, puisqu'on a 


dup == 1) = Po); 


si l'on remplace dans l'égalité 
Q(p) = BAER 
p par p + I, on aura 
Q(o — I) = (Aaa) pee ares 


dans cette égalité, le second membre est le déterminant obtenu en choisis- 
sant l'élément d4(p) pour origine dans la table des éléments d,(9); ce 
déterminant ayant la même valeur que celui qu'on obtient en choisissant 
h»(p) pour origine (voir $ 1, n° 3), on aura 


(12) Q(p + 1) = Qo). 
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Donc, la fonction 2(p) étant périodique de période 1, on voit par 
la formule (11) que l'on a 


(13) D(p+1)=(—1)D(p), — D(p + 2) = D(p) 


et que, par conséquent, D(9) est périodique et de période 1 ou de pé- 
riode 2 suivant la parité ou l'imparité de l'entier ». 
Puisqu'on a 


(14) lim 9(p) = 1 


v= o 


il faut, en comptant un póle ou un zéro autant de fois qu'indique son 
ordre de multiplicité, que le nombre des poles incongruents! de 4(p) 
soit égal au nombre des zéros incongruents; donc le nombre des zéros 
incongruents de D(po) est égal à ». En désignant un systeme de zéros 
incongruents de cette fonction par p’, p”,.. 0”, on pourra écrire 


"y sin (p — p(?)7 
D(p) es mr 
v=1 


pour déterminer la constante C, remarquons que les égalités (10), (11), 
(14) nous donnent 


v» 
0 


Cet ri Cp" —2p,) 


= I, 
ce qui montre que la différence 225^? — %p, est nécessairement un nombre 


entier; en choisissant le systeme p’, p”,.. de manière à donner à cet 
entier la valeur nulle, € prend la valeur 1 et lon a 


n 


\ sin (p — p)z 
(15) DA II et = 


T: 
y=] 








' Dans ee qui suit, nous dirons que deux quantités complexes quelconques A et B 
sont incongruentes si leur différence n'est ni nulle ni égale à un nombre entier; dans le 
cas contraire, À et B seront dites congruentes. 
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1 à 101 n—1 3g T ; 
De plus, puisque le coefficient de p dans g(p) est égal à 
I : : 
— -n(n— 1), la valeur de Xp, et par suite aussi de Lp”, est un 
2 


nombre entier: 


(16) Io" = Lo, = ;n(n — 1). 


22. Soit maintenant x un point quelconque à l'intérieur de l'anneau 
circulaire (KA) et posons 


n—A, 


X mA = Hm” , 


. . . LE , — . , 

il est facile de voir que la série DEN EN convergera uniformément 
par rapport à o en dedans de tout domaine fini (cf. loc. cit. p. 61) et 
que, par suite, les théorèmes des n^ 17, 18 sont applicables au cas qui 


nous occupe. En particulier, nous pouvons dire que: 


si, dans le déterminant D(o) ou dans un de ses mineurs, on remplace 
les éléments d'une ligne quelconque par les puissances x*, le déterminant ainsi 
obtenu pourra sécrire comme une série ordonnée selon ces puissances; et 
cette série, convergeant par rapport à æ en dedans de (RE), convergera par 
rapport à jp absolument et uniformément à l'intérieur de tout domaine fini. 


to 
[22] 


Désignons par 


les mineurs d'ordre 1, 2,.. du déterminant D(p) de sorte que, d'une 
maniére générale, > 


représente le mineur d'ordre v qui s'obtient en remplaçant dans D(p) 
chacun des éléments 7y,,..7,, par l'unité et les autres éléments des 
lignes 7, ..i, ou des colonnes k, .. k, par zéro. 
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Soit o’ un zéro quelconque de D(p); d'aprés ce que nous avons vu 
, 


($ 2), il existe toujours un mineur qui ne sannulle pas pour p = p'. 
Supposons done que, pour p = p', le mineur 


soit différent de zéro. Formons les mineurs suivants: 


oy oon 4s y=1,2,.r 
, (y (y ely m, doy sede 
Kine, X. %y=kyyka,..kr 
1 y CLS ii Vo : 


c'est-à-dire tous ceux des mineurs d'ordre 1, 2,..7 dont les indices : et 
x sont des nombres dans les suites respectives à, ..i, et k, .. k,. Pour 
abréger le language, désignons par M l'ensemble de ces mineurs, par 
M, M?, M?,.. les ensembles de ceux des mineurs M dont l'ordre 


est respectivement égal à 1,2,3... Nous supposerons que les indices 


: : © gos ER o. : 
i, ..%,,h,..k, soient choisis de maniere que i- jj soit le seul des 
ES À 
mineurs M qui ne sannulle pas pour p = p". 
Sir = 1, c'est-à-dire s'il existe un mineur du premier ordre qui ne 


sannulle pas, on n'aura pas besoin d'aller plus loin; mais supposons + > 1. 
Soit (o — p')' la plus haute puissance de p — y qui divise" D(p); soient 


PP)", PP)", (o—py- 


les plus hautes puissances de » — o’ qui divisent respectivement tous les 
mineurs M, tous les mineurs M®,.. tous les mineurs M^". 

On a nécessairement y > y; en effet, si l'on avait y <y,, on pour- 
rait conclure de l'identité ((¢), n° 13) que les mineurs suivants 


i 
(i=—- 00,,+4 00 ; Led. Ae) 
() 





* Soient G(p), H(p) deux fonctions entières; nous dirons que G(p) est divisible 
par H(o) ou que H(p) divise G(p) si le quotient G(p): H(p) est une fonction entière. 
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et par suite, en vertu de l'identité ((ö), n^ 13), que fous les mineurs du 
premier ordre seraient divisibles par (p — 9 ’)"; ce qui est impossible, 
puisque (o — o)" est la plus haute puissance de p — p’ qui divise le 
premier membre de l'égalité 





Par le raisonnement précédent on voit d'ailleurs que fous les mineurs 


"n 


du premier ordre sont divisibles par la puissance — 9’): au moins. 

p (Desc 

‘ na nu 4s. n effet, il exis armi les mineurs au moins 
O BV y En effet, il te p ] M 


TX 
un qui est divisible par la puissance (p — o')" au plus; soit Ps ce 
id 
j a à : À : à 
mineur. Si l'on avait a, <y,, en appliquant au déterminant : et à 
1 
ses mineurs les relations du n° 13, on verrait que les mineurs suivants 


— €6,.-]- oe! 
— o..- oc 


( 


ng 


[Sp 


c'est-à-dire fous les mineurs de (1) du premier ordre, seraient divisibles 
1 
par (o — p')^, ce qui n'est pas possible. 
On voit en méme temps que fous les mineurs de D du deuxième 
ordre sont divisibles par (p — p’)"* au moins. 
De plus, parmi les mineurs suivants: 


(^ IN ER 
\k xj (i-e) 


il existe au moins un qui n'est pas divisible par une puissance de p — y 


P 

NET ; ; AA LEP P : : - 

plus élevée que la u”. En effet, soit | ; ) celui des mineurs M^ 
x 


pour lequel l'ordre de multiplicité de la racine p’ est précisément égal 
à 5,; Supposons que y, et p; soient les exposants des plus hautes puis- 
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a 56 0 : . a í 
sances de p — p’ qui divisent respectivement les mineurs ( s et ( 


Soit d'abord y, < 3’; dans les identités 


Pare. 


a va UE a 
(.) & n ES () p 3 + () ( m) ; 
(1) j () ; (6 ; (") sont divisibles par (p — o')^ au moins et te j! j d :] 


par (o — p')* au moins, mais ij^ à par (o — p')" au plus; done (al 
X A n 


et di sont divisibles par a —p' au moins y, + y, — y, fois. Or le 
uy 
premier membre de l'identité 


Ben wien A 


étant, au plus, divisible y, + p fois par 9 — p', on en conclut qu'il n'est 
pas possible que les mineurs 


Giles Cor 


soient tous deux divisibles par une puissance plus élevée que (o — p). 

Si l'on suppose en second lieu y, p;, on voit par un raisonnement ana- 
d = 

logue, qu'au moins un des mineurs 


HL 


est, ‘au plus, divisible par (o — e)". Done notre assertion se trouve tou- 
jours justifiée. à 
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r 


Supposons, en vertu de ce résultat, que les indices 4, .. 2, et k,..k 


; ; . 4 4, - s dc 
soient rangés dans un ordre tel que le mineur 4 soit divisible par 
13 2 
" 310? . Ru 2 od t uu 1 
p — p' précisément y, fois. D'une manière parfaitement analogue à la 
précédente, on pourra démontrer que y, > y, et qu'il existe parmi les 
mineurs suivants: 


ho à EDEN 
B k, k (cii) 


au moins un pour lequel p’ est une racine d'ordre de multiplicité pré- 


x de 4, 
St sa , \ 1 2 3 . . , 
cisement égal a p.. On supposera que (, "e ) soit ce mineur et lon 
i ur PA) 


continuera ainsi de proche en proche jusqu'à ce qu'on arrive au mineur 
( m à 
Kk, .. kr 


Il est facile de voir qu'on a > r; en effet, tous les mineurs d'ordre 


r — I prenant, pour o =’, la valeur nulle, tous les mineurs d'ordre 
r — 2 s'annulleront d'ordre 2 au moins, tous ceux d'ordre r — 3 s'anul- 
leront d'ordre 3 àu moins, ..., tous ceux d'ordre 1 s'annulleront d'ordre 
r — 1 au moins; done p’ est pour D(o) une racine multiple d'ordre » 


au moins, c'est-à-dire on a pg >r. 
De plus, puisque le second membre de l'identité 


ne sannulle que d'ordre 5 + 5j, tandis que le premier devient nul d'ordre 
20, au moins, on a nécessairement 2/4 — p + u ou, ce qui revient au 
méme, 


= fl a5 
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et de méme, puisque le second membre de 


Sy N] 

| t a " | = hoy ds) fü 
N aM (i, I, Jo) 
| 5 D hs j | 


ne s'annulle que d'ordre y, -F y, et que le premier devient nul d'ordre 
27, au moins, on doit avoir 24, — jn + u ou 


Pı — Es = Pa — Us) 


et ainsi de suite. 
Done, nous sommes parvenus au théorème suivant: 


Soit p' une racine multiple d'ordre p de D(p), il existe toujours un 
mineur d'ordre p qui ne devient pas nul; soit 


\ 

un mineur d'ordre r (r <p) qui ne sévanouit pas pour p = p' et supposons 
que les indices i,..i,, k, .. k, soient choisis de telle manière que tous les 
autres mineurs M s’annullent pour p = p'; soient 


a» Hs ++ Ha 


les exposants des plus hautes puissances de p — p' qui divisent tous les mi- 
neurs M, tous les mineurs M?,.. tous les mineurs MU”: py, pay + pta 
seront les exposants des plus hautes puissances de p — p' qui divisent tous 
les mineurs du premier ordre, tous les mineurs du deuxième ordre, .. tous 
les mineurs d'ordre r — 1; on aura 


77, 823 RE ENS 1) 


r—1 


IL — y > fy — fy RT ha 
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et l'on. pourra, de plus, toujours ranger les indices i,.. 4, et ky .. k, dans un 
ordre tel que o' soit pour les mineurs respectifs: 


une racine d'ordre de multiplicité p, , t, , - rm: 


Nous donnerons désormais aux déterminants 
id (hy à by inet, 

econ | 

A/R E, " D ng 


le nom de mineurs caractéristiques et aux nombres p, p ,.. p, , le nom 
de nombres caractéristiques correspondant à la racine p'. 

Il résulte de cette définition et des théorémes précédents que les 
nombres caractéristiques correspondant à une racine quelconque sont en- 
tierement déterminés, quand bien méme on pourrait trouver plusieurs 
systemes de déterminants caractéristiques. 

E CE EME ARE 

Pour trouver actuellement le mineur caractéristique ( ), il 

VERS. n 
suffit d'examiner un certain nombre fini de mineurs, En effet, après avoir 
déterminé, par la méthode donnée dans le $ 2, un entier m’ tel que le mineur 
/ m! CR 
a Ep ^ ) ne s'annulle pas pour p = p’, les nombres à, .. i, kı.. k, 
— qm .. +m, 
se trouveront dans la suite — m' .. + m’ et lon n'aura qu'à envisager 
ceux des mineurs d'ordre 1,2,..2m + 1 qui se définissent par des 
nombres dans cette suite. 


24. Les théorémes précédents nous donnent le moyen d'obtenir dans 
le cas général les intégrales de l'équation différentielle (1). 
Pour que la série 


y= gu 
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représente à l'intérieur de l'anneau circulaire (KE) une intégrale de (1), 
il ne faut pas seulement que les g, satisfassent aux équations 


(17) j 2x0) LO, (m=—00 .,+ o) 


mais aussi, puisque par hypothese le point 1 est situé à l'intérieur de 
(RH), que les valeurs absolues des y, ne dépassent pas toute limite finie; 
en d'autres termes, on doit avoir 


(ufo pee Isi] « €. v Do 


G désignant un nombre positif fini. 

Or nous avons vu que le déterminant D(’) du systeme (17) est de 
la forme normale pour toute valeur finie de 5'; pour trouver les valeurs 
des y, nous pouvons, par conséquent, avoir recours aux théorèmes du $ 2. 

Pour que le système (17, 17’) ait une solution, il faut que la valeur 
du déterminant 


[Xu Gl. me & = D(p') 


soit nulle. 
Premier cas: „’ est une racine simple de D(p). Parmi les mineurs 


du premier ordre, il existe au moins un qui n'est pas nul pour p = p'; 


> ff ; 
si ( ) est ce mineur et qu'on pose 
1 


(Dot = (auto 


k, 


les quantités g,(o’) représenteront la solution du systeme (17), l'inconnu 
gi (p) restera indéterminé; et la série 27,9, (p')z *^, convergeant en dedans 
de (RR’) (n° 22) et n'étant point identiquement nulle, représentera une 
intégrale de l'équation (1). 


, 


Second cas: p’ est une racine multiple d'ordre y (y > 1) de D(p). 


Soient 
(2) k d E ug À 
Kyl NRA EE Ahle JOUE, 
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un systeme de mineurs caractéristiques et 
Pss Ho: Hi 


les nombres caractéristiques correspondant à la racine g’. En introduisant, 
pour abréger, les notations suivantes 


EOS Kar foe n CO TN Pr 
on a: 


BZN [LE = 56 > fle st y 242... 





La solution du systéme (17) est donnée par les relations 


b ws i ( ths 4 T e doses 3 
gu M Us 
CORN RAT a ee haa lee oe po d 


T ! 1 
(A — o..-- 0) 


le signe 1 indiquant les valeurs que prennent les mineurs pour p = p’, et 
Ja» Jus ++ 9, désignant des constantes arbitraires. La série: 27,g,2" ^^ ainsi 
obtenue converge à l'intérieur de (KE); en effet, cette série est une somme 
de déterminants infinis qui s'obtiennent en remplaçant dans certains mineurs 
les éléments de certaines lignes par les puissances de x. 

Done, cette série représente une intégrale de (1) et, puisqu'elle con- 
tient r constantes arbitraires, il existe r intégrales linéairement indépen- 
dantes de (1) de la forme 


TA | 





Bor) 4-3» (|. 


lexpression entre les crochets désignant une série procédant selon les 

puissances entiéres positives et négatives de x et convergeant en dedans 

de (KI). Donc, dans le cas particulier où r = p, le nombre des inté- 

grales ainsi obtenues est égal à l'ordre de multiplicité de la racine p. 
Considérons le cas général: r < p.  Posons 
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€, désignant une constante arbitraire; en remplaçant y par y,(@ , p) dans 
l'expression. P(y), on trouve 


P(nte, p)) = 22, G. (p)a** 7-7 
ou 
Gp) zx € (p + M)9im(P) — >: Ado) 


I 
= iso) 22m (7) au (o): 


en remarquant qu'on a 


cette égalité prend la forme 


D( + —1 
P(y v , 9) = Ong, ir opo 





puisque les fonctions h,(o) n'ont pas de zéros, on voit que p’ est une 
racine multiple d'ordre y du second membre. On en conclut que les 
fonctions 

9-1 


9p np--1 


PY, p), Pin , p), P(ntr , p) 


ou, ce qui revient au méme, 


oy Com) 
ru rfe)... PG) 


s'évanouissent pour » = p'; en d'autres termes, si l'on pose 





9"y (©, p) „(m 
2706 — yr , p) 


les fonctions y,(r, p^) , (vr, p), .. vi (x, p) satisferont à l'équation (1). 
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Si p, — o, on aura g,,(p’) + o et les y intégrales que nous avons 
obtenues ne seront pas identiquement nulles. Si y, > o, les fonctions 
yı(@,e) , yi(æ,p"), .. yt (v, p) seront identiquement égales à zéro mais 
“K(x, p) ne s'évanouira pas identiquement pour p = p'. 

La série y,(x, po) étant par rapport à o uniformément convergente 
en dedans de tout domaine fini (n° 22), on obtiendra ses dérivées succes- 
sives en la différentiant terme par terme; et les séries ainsi obtenues 
convergeront aussi uniformément en dedans de tout domaine fini. Done, 
en effectuant les différentiations, on trouve que les séries 


+ wo 
hn == Ns 9g) DON t^ 
À---o 
EE 4 + I 
he = [at Co) + at (n) log «| 2 
ecc 2 : 





représentent à l'intérieur de (RR’) certaines intégrales de l'équation (1). 
y, n'est pas identiquement nulle et, dans chaque intégrale y, , (1 — » <»), 
la plus haute puissance de logx, (logx) ', se tronve multipliée par y, 
et par un nombre entier qui n'est pas nul; donc ces integrales 9,1, to. 
..)i, Sont linéairement indépendantes. 

Soient €,,, €, deux constantes arbitraires et posons 


] +» 


Yo (a D p) = EAN DEE z 


ACE 
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puisqu'on a identiquement 


iy : 
+ ( ) Gn qm e c 
| Ole 


m —, 


dy D - 
> " i) = M je 








k, js 
i à 
G.(p) = —c ( e ji : 
( ) 21 E) 22 s. 
l'identité suivante: 
Gi(p) „oti—n Gt IR ij—n 
P(y,(x , p)) == ial. SF en ES 


En remarquant que le second membre de cette égalité s'annulle d'ordre 
4, au moins pour p = p', tandis que y,(r ; o) ne sannulle que d'ordre p,, 
et en raisonnant comme tout a l'heure, on voit que les séries 


+ 
ha — > ae 
A=—@ 
V : B, +i ; 
Yoo = » [ oi: (qo) + T gt) log «| ge th 
(1^) i | TY 
+ co 
n. Y. [sit e ote plage + 
(t, DU SENTE, N BR jaiary 
vel: i (')(log a)" |a 


représentent v, intégrales linéairement indépendantes. 
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Jusqu'ici nous avons obtenu », intégrales: y, , yi; , .. Yı., et v, inté- 
grales: Yo15 Jos, - - Y2,,; en procédant de la méme manière, nous obtien- 
drons successivement v,,»,,.. intégrales. Enfin, soient ¢,,¢.,..¢ 
r constantes arbitraires et posons | 


rr 


7 te " ) j PED $i i, 
In pe) = IN k, web 2 E Orr is ic Ja gr 


+ 
ya, p) = X Ino) as 


en tenant compte de ce que chaque série de la forme 


Y ( dto Ue OR Oo Oe si à t 
Xn re, 
A Nie bs a done As Remote x 
est identiquement nulle si m=7,..7,, mais égal à un certain mineur 
d'ordre r — 1 si m est égal à l'un des indices i, ..7,, on obtient 
ye G; Gi (p) 
P y (a Gap) RARE +. .+ r gti 
; ? 3 
(2) = Bp) hilo)" 

ou G,(p), G,(p) ,.. G,(p) désignent des fonctions linéaires à coefficients 
constants de certains mineurs d'ordre r — 1; et puisque, pour tous ces 


mineurs, o’ est une racine multiple d'ordre y, , au moins, tandis que 


TONO F . 
(, 2 ne s’annulle pas, on arrive, en raisonnant comme plus haut, 
À : 

1 .. 


au resultat que les series 


r 


+a 
ao (IN wp th 
Ur > gi (p) x^ 
À1=— x 


Ya = D Duo) + Ino’) log x] x +? 
a”) Fee sdun] BF is. Halk 


+m 


UL > ES (p' ) + e qu a 0) log x +... 


A=—@ I 


C In (p')(log 127. || gta 


LI 


représentent », intégrales linéairement indépendantes. 
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En résumé, nous avons obtenu », + », + .. + », = p intégrales par- 
tagees entre 7 sous-groupes: 


Via s Va»: Yan are 


et telles que les v, intégrales du &""* sous-groupe sont lineairement indé- 
pendantes. Pour que toutes les y} intégrales soient linéairemerit indepen- 
dantes, il suffit de fixer les valeurs des constantes arbitraires comme il suit: 


EEE OR BEN pe SO, (=1,2,..r) 
En effet, dans ces conditions, on voit d’abord que les integrales 
Via » 921» ** Gra 


sont linéairement indépendantes; car, si lon avait une relation linéaire 


homogene à coefficients constants: 

r p Pd 

Kyıt Ryıt--+ Ew = 0, 
les égalités suivantes devraient, entre autres, avoir lieu: 


RG [yale + K, [#2 (le, = .. 25 Ky; i] == 0); 


| K, Yun; Bi Ky y, le, +..+ lier ale == (0): 
(18) 


K [ras zx Rod EL Kos de — 0); 


(al, désignant le coefficient de xt” 


dans la serie y,,; et puisqu’on a 
=O pour "5 <p, 


(Wale, . 


+O pour s=», 
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de sorte que le déterminant du système (18) est différent de zéro, ce 
système ne saurait être satisfait que pour 


Sie MES RE 


De plus, dans chacune des y intégrales que nous avons obtenues, le 
coefficient de la plus haute puissance de log est égal à l’une des inté- 
grales yj, Joi -- Ya multipliée par un- facteur constant; donc toute fonc- 
tion linéaire homogene des y intégrales y, : 


U — 2 K s.s 


peut sécrire comme une fonction entière rationnelle de log x dans laquelle 
le coefficient de la plus haute puissance de log. est linéaire et homogène 
par rapport aux fonctions #14, Ya: .. ),1; OT On sait qu'une fonction # de 
cette nature ne saurait étre identiquement nulle à moins que tous ses 
coefficients ne soient identiquement nuls Donc, le coefficient de la plus 
haute puissance de logz devant être identiquement nul, il faut donner à 
certaines des constantes X,, la valeur nulle; dans la forme nouvelle que 
prend la fonction w, le coefficient de la plus haute puissance de log x 
devient, comme il est facile de le voir, linéaire et homogène par rapport 
aux fonctions y; Joi, .. Y,1, ce qui nous oblige à remplacer de nouveau 
certaines constantes K,, par zéro, etc. 

Done, à la racine multiple d'ordre y correspondent y intégrales 
linéairement indépendantes: y,,..y,,,; la méme chose ayant lieu pour 
chaque racine de D(p) et le nombre des zéros incongruents (en tenant 
compte de leur ordre de multiplicité) étant égal à », on voit qu'on ob- 
tient par cette méthode » intégrales linéairement indépendantes, ou, en 
d'autres termes, un systéme fondamental d'intégrales de l'équation diffé- 
rentielle proposée. | 

Comme nous avons vu, les integrales correspondant à une racine 
multiple »' se partagent entre un certain nombre de sous-groupes. Voyons 
maintenant comment se comportent les intégrales d'un de ces sous-groupes 
lorsque la variable indépendante décrit à l’intérieur du domaine (RA) 
un chemin fermé quelconque. Désignons par y la valeur qu'aquiert une 
fonction y de x aprés que x a décrit complétement et une seule fois un 
chemin Z, qui est contenu tout entier en dedans du domaine (RA) et 
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qui ne se coupe pas soi-même. Pour abréger, designons par 91, 7%: ; :: 7», 


les intégrales appartenant à un sous-groupe de » éléments; par les formules 
(I) on voit immédiatement qu'on aura: 


M = 0% 


(19) 7. = O' (rai + He) 1 


. E . . 


7]; a o (rai =F 215 Sr T1 2 Ar 2); 


ou w' = e*” et où les coefficients ;,; sont certains multiples de la quan- 
tite 2ri ou de ses puissances, lesquels seraient faciles à déterminer; en 
d'autres termes, les intégrales 715 2» -- 7, Subiront une substitution linéaire 
de la forme: 

IK | 


^ , 
© Fu © 


(20) 


o 74, N 
in résumé, les résultats suivants se trouvent établis: 


Soit (1) une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des 
fonctions qui, à l'intérieur de l'anneau circulaire (RR), peuvent étre repré- 
sentées par des séries convergentes procédant selon les puissances entières, 
positives et négatives, de x; soient (3) ces séries et formons le déterminant 
infini D(p); soient p',p",.. p" p racines incongruentes de D(p) d'ordre de 
multiplicité s' , s" , .. 8”, et soit s' + s" + .. + s? = n; il existe n intégrales 
linéairement indépendantes de l'équation (1) qui, à l'intérieur du domaine (RR), 
se partagent entre p groupes contenant respectivement s', s", .. s? intégrales 
et appartenant respectivement aux racines p' , p',.. p^. 

Soit p' lune desdites racines et s' — y son ordre de multiplicité; 
soient 


PONT ME NE 
les nombres caractéristiques correspondant à la racine p' et 


d à ly 


; ha Werks 
n E V, 1) a "n 4i a 


Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 271 


un systeme de mineurs caractéristiques; les intégrales appartenant à la racine 
p se partageront entre vr sous-groupes contenant respectivement | — fu, 
Hi — as s. nos intégrales et se représenteront analytiquement par les formules 
(l, I", .. 10); ces formules font voir, de plus, que les intégrales d'un sous- 
groupe quelconque subissent une substitution linéaire de la forme (20) lorsque 
la variable indépendante décrit le chemin L à l'intérieur du domaine (RR'). 








SiO, On doit, AVON aus m u —.2— 102, — 0, OÙ, Ce qui 








PSS meme: Chose y — 0,9, u  ..-y. 0 Dans.ce cas, et dans 


ce cas seulement, toutes les intégrales correspondant à la racine 9’ appar- 
tiendront à un seul sous-groupe. Done: 


Pour que les intégrales correspondant à la racine p' forment un seul 
sous-groupe, il faut et il suffit qu'il existe un mineur du premier ordre qui 
ne sannulle pas pour p — p' ou, en d'autres termes, que p soit le seul 
nombre caractéristique correspondant à cette racine. 


Parmi les intégrales appartenant à la racine p': 
911589125. Nu 235225 Yous + + 5 Ur os Yo os Ves, 


il ny en a que r, savoir, Y11, %1,--Y,., Qui ne contiennent pas de 
logarithmes; done, pour que les logarithmes disparaissent de toutes les y 
intégrales, il faut et il suffit que l'on ait + — y; mais puisquon a 


Vy Vy 2.1 >, Soe Uy ares ap Da Oe 


légalité + — y entraine les relations suivantes: 
ji, más E [By == [O25 s ES SOP a m 
done: 


Pour que les p intégrales appartenant à la racine p' ne contiennent 
pas de logarithmes, ou, ce qui revient au même, pour qu'il existe une inté- 
grale de la forme 


y = a" S) 4-35 (- | 
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contenant se constantes arbitraires, il faut et il suffit que les nombres carac- 
téristiques correspondant à p' aient les valeurs: 
Bs LE I Ou Der" IER Ir 
. 

25. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que l'équation dif- 
férentielle proposée soit, par un changement convenable de variable indé- 
pendante, ramenée à une forme telle que les rayons de l'anneau circulaire 


' 


(RR remplissent les conditions 
(21) BR PRS 


il est facile de voir que cette supposition n'est pas nécessaire. Soit, en 
effet, 


(22) Fe O(a) eee oad. (ay 


D . , r 
l’equation donnee et supposons que les developpements 


+ 
Q,(x) = 2 Paz” (r=2,8,..n) 


soient valables a l’intérieur de l'anneau circulaire (R, Rj), R, et Aj dé 
signant des nombres positifs quelconques; soit À, <.R, et posons 


R, R, > _ Imm ‘ 
B= que R= Ve SQ K= VRB, aa = Paks 
1 1 


il est clair que les séries 
To 
P,(x) = > a, 2^ (rz 2,8,..n) 
A=—@ 


convergeront en dedans de l'anneau circulaire (RR’) et qu'on a R<1 < R'; 
donc, en conservant les notations du n° 21, nous savons que la série 
2,2 ;y converge absolument et uniformément à l'intérieur de tout 
domaine fini. Or, en désignant par y,,, ce que devient z,, en écrivant 
partout 4 au lieu de a, on aur: 


x K^ do em e, 
Am Am. Xmm Xmm , 


bo 
=] 
29 
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par conséquent (n? 17), le déterminant infini 


D(p) = Abe e 


converge absolument et uniformément à l'intérieur de tout* domaine fini 
et l’on a 


D(p) = D(p). 

Da Hal Neon 
verge par rapport à z en dedans du domaine (RR’); donc 2,27; y 
converge en dedans du domaine (R,R}). Donc, en remplaçant dans D(») 
les éléments d'une ligne quelconque par les puissances de v, on obtient 
un déterminant qui, par rapport à zr, converge en dedans de (R, Rj) et, 
par rapport à p, en dedans de tout domaine fini (n° 14). 





De plus, d'aprés le n° 22 nous savons que la série Z 


m—/) 
mal 


De la méme manière, on voit qu'aussi les autres résultats obtenus 
subsistent si l'on remplace partout les « par les f. Donc les théorèmes 
précédents subsistent pour le cas où les rayons de l’anneau circulaire con- 
sidéré ne satisfont pas à la condition (21). 


26. Pour appliquer ce qui précède à un exemple facile, considérons 
le cas particulier et bien connu où les P,{x), dans le voisinage du point 
x =O, se présentent sous la forme 


Pa) = a Cans (r=2,3, .n) 


dans ce cas on a: 








= O, (A=—1,—2,..—« 


5,4 —9 einen = lol e: 


n,A—n 
d'ou: 
Pa(e) = o, Xa mE OM (pour — 31) 


- sin (0 — Oy) 
AP) = LA EE sz d D(p) [Ya] gu -1] - —, 


p = p,. (v=1,2,..n) 
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Il est clair d'abord qu'on aura -identiquement 


(.) = of pour ks y; 


v 


plus généralement, en désignant par 4,4,,..4, et ky, kj , .. k, des entiers 
quelconques remplissant les inégalités 


Ai Shy S su X 


hei < hy IL eR 


y) 


on aura identiquement 


e 42 à — 
— © Jour à 43 
iy "i I: l 1 19 


y 


en effet, on parvient à cette identité en appliquant au cas considéré le 
théorème généralisé de LAPLACE (n° 7). 

Par là, en se rappelant la forme donnée aux intégrales dans le n° 24, 
on retrouve le théorème de M. Fucns: toutes les intégrales sont régulières 
dans le voisinage du point y» — o. | 

Séparons les racines de c(p) en groupes tels que chacun d'eux com- 
prenne, et comprenne seulement, toutes celles des racines dont les diffé- 
rences réciproques soient ou nulles ou entières. Soient p, p, .. p, les 
racines de l'un de ces groupes, rangées dans un ordre tel que l'on ait 


fi Pr = ++ = Pas Pati = Page = ++ = Ps 4$ Pag = Page = +> = D, 


Pr = Par — 9 = Pp —O =. = Pri! 


a,b,..! désignant certains nombres entiers et posififs. Il est clair que, 
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parmi les fonctions gio + m) m=0,+1,#2;. ), il n'y a que les 


suivantes: 


op); €(p + a), e(p +0), .. glo + 1) 


qui Sannullent pour 9 = pi. On en conclut que le mineur 





(° 4) d sg j II(p) 
O 4 b A. l Lr Yn aS Kr 


est, pour p — p,, différent de zéro. Done, pour trouver les nüneurs ca- 
ractéristiques correspondant à la racine p’, on n'a qu'à examiner ceux des 


! 


ng 5 


p 


inineurs ( ) dont les indices 4 .. 4, et x, .. x, sont des nombres dans 


X: 
la suite o,a,b,..l. Done, a fortiori, il suffit d'examiner les mineurs 
dont les indices : et x sont contenus dans la suite 0, I,2,.. l. 

Posons 


Yoo. Mor = - ot 
pl Zw Ju Cha Zu | 
| 


24 — 4m aec yu | 


et designons, d'une maniere générale, par 


le mineur de A d'ordre » qui sobtient en reniplacant dans A chacun 
des éléments z,,..7,, par lunité et tout autre élément des lignes 4 .. & 
tan t ty Xy i 
ou des colonnes x,..x, par Zéro. 
Dans le cas particulier dont il s'agit, on a (n°7; (D): 


(ey 5 ol), So 
XX |x, 13 x |o Xu u; 
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les ¢ et les x étant des nombres quelconques dans la suite 0, 1,../ et 
» étant au plus égal à /. Donc, pour trouver les indices qui définissent 
les mineurs caractéristiques correspondant à p,, il suffit d'envisager les 


mineurs du déterminant fini A. Supposons que le mineur l E d 

Cy.» ht, 
soit différent de zéro pour 9 — p,; soit (o — p,)" la plus haute puissance 
de p — p, qui divise tous les mineurs de A d'ordre 1, (o — p) la plus 
haute puissance de » — >, qui divise tous les mineurs de A d'ordre 2, 
et ainsi de suite. Les nombres p, fr , kr, .. p , seront les nombres ca- 
ractéristiques correspondant à la racine ,, et il sera toujours possible de 
ranger les indices à, .. ?, et A, .. k, dans un ordre tel que 


r 


(PRENONS nie 


soient respectivement les plus hautes puissances de o — p, qui divisent 
les mineurs suivants 


[^ | fü i, | | [4 56 i, | 
||’ L k |? : lh, 2x k, 4| 


Donc 
TE à dy ic Mul. 
Dd) j is " eru " p 2 


forment un systeme de mineurs caracteristiques correspondant A la ra- 
cine p,. Par là la séparation des intégrales en sous-groupes se trouve 
entierement effectuée. 

Ajoutons quelques remarques. Les entiers à ..1, et k,..k, étant 


certains nombres dans la suite ©, 1,../, on sait que chaque déterminant 
de la forme 


RE NE ISERE t5 Y 


QU qo E eos 


(pzEr) 


p 


est identiquement nul si À «€ o. Ceci posé, les formules (I), (I^), . . (I?) 
(n° 24) mettent immédiatement en évidence qu'il existe r intégrales linéaire- 
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ment indépendantes qui, dans le voisinage du point z = o, se présentent 
sous la forme 


wg, + 9,0 + 9,0? + - 


je dis quil existe parmi ces intégrales au moins une pour laquelle on a 








4. [,—..—.5a7—9. NO. 


En effet, les indices à, .. 7, , Ak, .. k, peuvent étre choisis de la manière 
suivante. Soit 7, le plus petit des nombres o, t, .. / tel qu'il existe dans 
la suite 


| 
(k=0,1,--1) 
u 
au moins un mineur pour lequel p' est une racine précisément d'ordre y,; 
= {is 
soit 
| 


Soit i, le plus petit des nombres ©, 1, ../ tel quil existe dans la suite 


- 
| le premier mineur dans cette suite qui satisfait à cette condition. 


[4 i, | (k=0,1,..1) 
Ik kl 
. au moins un mineur pour lequel p, est une racine précisément d'ordre ji; 
THEN, d ton; "aeg Mess I 
solt n N le premier mineur qui satisfait à cette condition, et con- 
1 «| 


tinuons ainsi de proche en proche. Parmi les nombres /,, 4,,.. b, ob- 
tenus par cette méthode, il existe un qui est égal à /; en effet, si ces 


nombres etaient tous plus petits que /, le mineur 


r 


[à -. à] : 
ne saurait 
Mot. 
être différent de zéro pour p = p,. Soit donc k, — 1 (» <r), le mineur 
| | sera le premier dans la suite 
PA Um k,| 
bic e| 


Meuse Ej k| 


(k=0,1,. 0) 


9 
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qui, pour yp — p,, devient nul précisément d'ordre y,; done l'intégrale 
désignée par y,, dans le n° 24 se présentera nécessairement sous la forme 


Ye len Zr v 38(v)j, CG +0 
et la proposition se trouve démontrée. 
Soient 


les nombres 4,ff—x,.., rangés par ordre de grandeur décroissante; 
puisqu'il existe un mineur du premier ordre qui, pour p = p,, ne san- 
nulle que d'ordre y — a’, on doit avoir: p, <  — a’; et de méme, puis- 
quil existe un mineur du deuxiéme ordre ne s'annullant que d'ordre 
p — a — a", on a-p, X p — a' — a", et ainsi de suite. Or, nous savons 
que, pour que les intégrales appartenant à la racine p, ne contiennent 


point de logarithmes, il faut et il suffit que l'on ait 
» 





DENT Ron Dh = 06 = brea — Ij 


donc, pour que des logarithmes n’apparaitront pas, il faut qu'on ait 
x — 1, c'est-à-dire 


en d'autres termes, des logarithines apparaitront toujours dans certaines 
intégrales si la fonction c(p) a des racines multiples. 
Enfin, voyons quelle est la condition pour que les-intégrales appar- 


tenant à la racine 5, forment un seul sous-groupe. Cette condition est, 


: : ee ^ 

. nous le savons : y, — O; or il est clair que tous ceux des mineurs ( ) 
vs 

dont l'indice k > i > o, sévanouissent pour 9 = p,, puisque, dans chacun 
: dan : ; : o \ 
d'eux, l’element 7,, entre comme facteur; et, parmi les mineurs L ou 


^O 


o Sr =, () est le seul qui peut étre’ différent de zéro, puisque, dans 


tous les autres, l'élément y, entre comme facteur; done, pour que les 
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intégrales appartenant à la racine p, forment un seul sous-groupe, il 
. 2] . ‘O . . A , 
faut et il suffit que le mineur a ou, ce qui revient au méme, le déter- 
minant suivant: 
Lio Ju 


EN d'OS TU QE EE 


| 
| 
| Kio An $t ss Mua 


soit, pour p = p,, différent de zéro.' . 


8 4. Sur les invariants des équations difjerentielles linéaires. 


27. Voyons d'abord comment se rattachent les résultats précédents 
à la théorie ordinaire des équations différentielles linéaires. Soient 5i, 
Ya,..4, un système fondamental d'intégrales de l'équation (1); si x décrit 
le chemin Z, ces intégrales subiront une substition linéaire de la forme 


| Par fs ^s Pan | 


et l'équation fondamentale de M. Fucns relative a l'anneau eirenlaire 


(RH) prendra la forme 
: Au — © fa E Bin | 


RE Ne Be 


fi Pro RON i 





* Cf. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veränderlichen 
Coefficienten, Journal für Mathematik, t. 68; FROBENIUS, Uber die Integration der 
linearen Differentialgleichungen durch Reihen, même journal, t. 76. 
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Cherchons la relation entre cette fonction F(@) et le déterminant 
D(p) étudié dans le paragraphe précédent. En posant 


9zi giri LE wo” 
l'égalité (15) (n° 21) devient 


D(p). K.e7* = (em — wo — e") .. (o — e"), 


n(n—1l) . n(n—1) 
7T E 


K = (zzipe © ^ — (— 1) * (zzi. 








Or, en choisissant pour 5,,75,.. y, le système fondamental obtenu dans 
le n^ 24, on a, d'aprés les formules (19), 


PS 
to 
dcm 
— 
sl 
VOR 
E 
hd 
| 
LS 
S 
= 
IT 
S 
S 
wa 


: (wo — o), 


dou 


PEN 
to 

on 

— 


F(w) = (— 1) Ke“ D(p). 


Cette formule est la relation cherchée; elle fait voir, en particulier, 
que les égalités Fe”) = o et D(o) — o ont les mémes racines, ce qu'on 
aurait pu prévoir. 

Le déterminant de la substitution linéaire que subit un systéme 
fondamental d’intégrales en faisant parcourir à x le chemin Z est, comme 
on sait, indépendant du choix de systéme fondamental; or en choisissant 
celui obtenu dans le n? 24, le déterminant substitutionnel devient égal au 
produit 


qu — gi 


0 0" . . 0 
dont la valeur est 1 (voir formule 16, n° 22). Donc, si » parcourt le 
chemin L,n intégrales linéairement indépendantes subiront toujours une 
substitution linéaire dont le déterminant est égal à l'unité. 

Soient y, y,,..), les intégrales appartenant à l'un des sous-groupes 
J',1",..19. Il est facile de voir qu'en remplaçant chaque intégrale y,, 
par une certaine fonction linéaire homogène et à coefficients constants de 
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Jis... Ju, on obtient un sous-groupe d'intégrales 4, , #, , ..u, telles 
qu'on ait’ 

i, — 014, HU OU, Tu) CU, — e (u, Fu); 


donc il existe un système fondamental d'intégrales pour lequel les coeffi- 
cients substitutionnels A, prennent les valeurs 


D. = 0, = Beet; Ba 10,8 b ?—. 1; 
à Bu == Pas — ,, — Nr = wo: e" 
(26) obit 
fin = Pa ren Be —05.. 





Bar, E Pax, reel Bot, RE 


Ceci. posé, on démontre aisément que les diviseurs élémentaires? du 
déterminant F(w), relatifs au facteur w’ — w, sont les suivants: 


(o' — 0)", (o — 0)”, .. (m; — ©)"; 


en effet, en désignant par les symboles 


les mineurs d'ordre » de F(w) et en introduisant les valeurs (26) des 
constantes A,, on voit que tous les mineurs du premier ordre sont divi- 
sibles par w’ — « yp, fois au moins, mais que le mineur suivant: 








est divisible par w’ — w précisément y fois; on voit de plus que tous les 





* Cf. HAMBURGER, Bemerkung über die Form der Integrale: der linearen Differential 
gleichungen mit veränderlichen Coeffieienten, Journal für Mathematik, t. 76. 

* WEIERSTRASS, Zur Theorie der bilinearen und. quadratischen Formen, Monats- 
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1868. 

Acta mathematica. 16. Imprimé le 13 mai 1892. 86 
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mineurs du deuxième ordre sont divisibles par ©" — « y, fois au moins, 
mais que le suivant: 


. PIS | a et ey oy F(a) 


no» d» (= ay (ur — wy 





est divisible précisément y, fois; et ainsi de suite. 

Or on sait que les diviseurs élémentaires du déterminant F(w) sont 
absolument indépendants du choix de système fondamental d'intégrales. 
Done, le système fondamental d'intégrales obtenu dans le $ 3 se divise en 
sous-groupes de la manière prévue par la théorie ordinaire.’ 


28. Par la formule (25) on voit que l'étude de l'équation fonda- 
mentale de M. Fucus se ramène à l'étude du déterminant infini D(p). 
Dans le n° 21 nous avons vu que ce déterminant est une fonction entière 
de p si les séries P,(r) convergent à l'intérieur d'un anneau circulaire 
(RR’) remplissant la condition (2); et dans le n° 25 nous avons étendu ce 
théorème au cas général où les P,(r) convergent à l'intérieur d'un anneau 
circulaire quelconque. Il reste à rechercher maintenant quel est le caractère 
de la fonction D(p) par rapport aux paramètres u,;. 

Considérons d’abord. le cas où la condition (2) se trouve satisfaite, 
et commençons par l'étude du déterminant 2(). Si toutes les racines 
fis Px++ Pn de g(p) sont incongruentes, nous avons vu (note citée p. 59) 
que ce déterminant peut être représenté par la formule 


Q(p) = 1 +2 Mircot(o — p,)z 


où les M, sont certaines constantes qui vérifient la relation 


ZM, — o. 





' Outre la note de M. HAMBURGER, voir: STICKELBERGER, Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen (Akad. Antrittssehrift), Leipzig, Teubner, 1881; Casorati, Sur 
la distinction des intégrales en sous-groupes, Comptes rendus des séances de l'aca- 
démie des sciences de Paris, Janvier 1881. 
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Considérons maintenant le cas général où p,, p,,.. p, (m <n) sont 
les racines incongruentes de ç(p); soit s, le nombre des racines de £(p) 
. congruentes à o;; on aura 


$8 tt. EF .. +. — n. 


Le point p = p, étant pour 92(p) un pôle d'ordre de multiplicité au 
plus égal à s,, on pourra écrire, dans un certain voisinage de ce point, 








si—1 
M, d {.: 
{ — Ww — - 29735 3 
toy Sn oque e (e) 


donc &() se représente par la formule suivante: 


n 8$)1—1 
d’ 
(27) Q(o)=1+ D | ar, ro0t(9 —p,)z + > M,, a (7 cot (o = mr | 
ax y-1 L 


ou les M, et les M,, sont certaines combinaisons de certains déterminants 
infinis. En particulier, on a nécessairement entre les M, la relation 
suivante: 


(277 2, M, — o. 


Il s'agit d'étudier le caractére de ces constantes par rapport aux para- 
metres de l'équation différentielle proposée. 

Vu que les éléments diagonaux du déterminant {(9) sont tous égaux 
à l'unité, en appliquant la formule (h) (n° 7) à ce déterminant, on aura: 


(28) 2(p) — I + Y gm ET + > > Qu 
m-2 m=2 pn .pm Pı--Pm 
ou: 
| S Pope es enis 
URL S MCN M 
(2 9) Qo = I Qu zen] Pun Pre | 
| | 
/ | 
PEU i + OE 


les indices p,.. p, parcourant tous les entiers qui satisfont aux conditions: 


PP <mMm<..< Dn: 
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Soit, dans le plan des p, B une aire finie ou infinie située entre deux 
droites verticales et telle qu'aucune des racines des fonctions £(o + m) 
ne se trouve dans son intérieur ou sur sa limite; la série 2: 22801 étant 
uniformément convergente en dedans de B (voir: Sur une applica- 
tion des déterminants infinis etc. p. 57), il en sera de méme de la série 
Q" (n° 15); done cette série représente une fonction analytique uniforme 
de p, holomorphe en dedans de tout domaine tel que B. Cette fonction 
est de plus périodique et de période 1; en effet, en changeant p en p +1, 
duo) devient d,,,,,, (o) de sorte que 2X”, devient 2, , ,,, ce qui ne 
peut altérer la valeur de 2”. Enfin, pour la fonction périodique 2” , p, 
est un pôle d'ordre de multiplicité au plus égal à s,. Done 4°” pourra 
s écrire comme une fonction linéaire des fonctions zcot(o — p,)r et des 
dérivées de ces fonctions jusqu'à celle d'ordre s, , (A= 1,2,..); dans 
cette expression, le terme constant est nul, puisque, pour des valeurs in- 
définiment croissantes de la partie imaginaire de p, 2” prend la valeur 
nulle, Eerivons donc: 


n 811 
(30) $"—Y | un cot(p — p) - Y. ME „(© eot (o — pr 2. 


A=1 y=1 


n 
> y m = o, M — — MS. 


A=1 


Le déterminant 47", étant de degré m par rapport aux fonctions 
dx (iZk) et ces fonctions étant linéaires et homogènes par rapport aux 


paramètres 
(3 I) Unie » ÜUaics » se Ani-ns (i= £1,£2,..) 


il est clair que les M‘ peuvent étre exprimés par des séries procédant 
selon les puissances et les produits de degré m par rapport à ces para- 
metres. 

Ces séries sont absolument convergentes et dans celle qui représente 
M, chaque coefficient peut s'exprimer comme une fonction entière ration- 
nelle de ; 


I 
(32) T. Pr» =~ FCO (on — p5)7 (8.1.4121, n) 
pi — pa 


dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels. 
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Afin d'établir ce théorème, démontrons d'abord la proposition auxi- 
liaire que voici. Soient fi(p), f;(p),.. f,(p) k fonctions entières ration- 
nelles de » de degré N — 2 au plus dans lesquelles les coefficients sont 
des entiers; solent F(p), F,(p),.. F,(p) k fonctions entieres rationnelles 
en » de degré N, dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute 
puissance de p est égal à 1, et supposons que ces dernières fonctions 
ne sannullent que pour certaines valeurs de yg congruentes aux p, 
(A= 1,2,..); solent enfin g,,9g,,..g, k entiers positifs. ‘La série 
multiple 





s=> fle +P) he +P) fle + ve) 
Fi(o +p,) Filo +p, Fle + pa) 


Pı--Pk 


dans laquelle les p, .. p, parcourent tous les entiers remplissant les con- 
ditions 


D, zn 4, 5 Pa + d. +1,..9 +q Gr -1; 21,2. D 


sera une fonction périodique de » représentable par une expression de la 
forme suivante: 


$)—1 
n A de 
(33) Y | icto pa Y Ki (root oma) |, 
AA y=1 


s, désignant l'ordre de multiplicité du pôle », et K,, une fonction entière 
rationnelle des quantités (32) dans laquelle les coefficients sont des nombres 
rationnels. 

Cette proposition est évidente dans le cas où k = 1; en effet, S se 
réduit dans ce cas à une série simple qui converge absolument et uni- 
formément en dedans de B et qui ne change pas de valeur en remplaçant 
p par p + 1; donc cette série représente une fonction de la forme (33); 
et comme, de plus, il n'y a qu'un nombre fini de termes de S qui de- 
viennent infinis pour p = p,, en développant S selon les puissances en- 
tieres, positives et négatives, de a — p,, les coefficients seront des fonc- 
tions entiéres rationnelles, à coefficients rationnels, de o, et de 


en (B=1,..2—1,2+1,.n 
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Considérons le cas général. Evidemment on pourra écrire 
et f,(e + ps) Je dug 
DE à 3 — H 


pipes. p, parcourant indépendamment l'un de l'autre tous les entiers 
positifs et négatifs et  désignant une expression linéaire et homogene, 
à coefficients entiers, de certaines séries multiples de la méme forme 
que S mais d'ordre de multiplicité inférieur à k. Or le premier terme 
du second membre de (34) étant le produit de certaines expressions de 
la forme (33), S + H sera aussi une telle expression. Donc, si la pro- 
position est vraie pour k — 1,2,..x — 1, elle subsiste pour k = x; or 
elle est ; 1, donc elle est £owjowrs vraie. 

Arrivons à la démonstration du théorème énoncé plus haut. Rap- 
pelons d'abord (n° 7) que la série 2” est absolument convergente par 
rapport aux éléments d, c'est-à-dire qu'elle reste convergente méme en 
remplaçant, dans le développement de chacun des déterminant 4^, , 
chaque terme par sa valeur absolue; on a donc le droit de ranger les 
termes de 2 dans un ordre quelconque.  Ecrivons ¢,, sous la forme 














Me (p + DES : (p + _ AA 3c 
H,(i — k) , H,(i — k) ,.. H,(i — k) désignant certaines fonctions entières 


rationnelles, à coefficients entiers, de i — k et de a), , 5, 65, 435 -- Qui tn 
(voir: Sur une application des déterminants infinis ete. p. 56). La série 
Q” pourra sécrire comme une série absolument convergente ordonnée 
selon les puissances et les produits des fonctions H,(i — X), H,(i — A), .. 
H,(i — k); en effet, en. désignant par 4, ce que devient ¢,, en rempla- 
cant, dans l'expression du second membre de (35), chaque terme par sa 
valeur absolue, la série 252» Ld sera convergente. 

D’après la formule (29), 9"? peut être regardé comme la somme 
d'une infinité de termes de la forme 


e.d / / 
ET C npa, C papa, A f^p» Pam? 


Pa Pa, ++ Po, étant une permutation des nombres p,P, .. p, et e désignant, 
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suivant les cas, + 1 ou — 1. Donc 2” peut être regardé comme la 
somme de termes de la forme 


ses) (ee 
ET g(p + P,) iA e (p E Pm) 


fA, - f, désignant des nombres dans la suite 2, 3,.. 5. 
Soient À,, k,,.. k, m entiers différents de zéro qui vérifient l'égalité 





" I, (p, 22 ps) 2T H;. (Pn 3 Pan) 


Rak +... +k, = 0, 
et posons 
(36) Pr — Pa, = ku: Di DE i De Du s 


75: désignant une permutation des nombres ı, 2,..m. Il est clair 
hn Tm 5 p 
que l'expression 


(37) IT; (k..) H;, (k..) ae H,, (E...) 
ne contient que les paramètres suivants 


donc l'ensemble de ceux des termes de 4°” qui, outre les a, ,, a4; _3,.. 
4, ,; ne contiennent que les paramètres (38), s'écrira comme la somme 
d'un certain nombre fini de séries de la forme 


(pop ^ (pop A (pb pay 
eK : : 2 M - 
&- pp +») ¢(p + Py) ¢(p + pa) 


K désignant l'expression (37) et p,.. p, parcourant toutes les valeurs 
remplissant les égalités (36) et la condition 





P, £ Da < Ae < Pins 


donc, d'aprés le lemme démontré tout à l'heure, ledit ensemble de termes 
prendra la forme (33), dans laquelle A, désigne une fonction entiére ra- 
tionnelle, à coefficients rationnels, des quantités (32) et des paramétres 
(31). Done la proposition se trouve démontrée. 
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29. D'après les formules (11) et (28) on a 


(39) D(p) = Ip) + ET (p) e. 
Puisque 
(0) = Uno); 


p—m PZPn Eie) 


RUN E / LS ec 2 me 
Paul?) = (s + E je AD. ‚(a SF P L6 = PP Tm s m 2 Ar , 


m" 








/ 


en développant [[(2) suivant les puissances croissantes de p, il est clair 
que les coefficients de la série ainsi obtenue sont des fonctions entiéres de 


(40) , G2 9 2 O33 68e Qn —n5 


dans ces fonctions, les coefficients sont des polynómes en z, dont les coeffi- 
cients sont des nombres vationnels. 

En vertu de l'égalité 7, = e(p + du, la fonction [[(o) 2” s'écrira 
ainsi: 
(41) I(pyam=)- _ Ip) | pm 


^ + ^p Pn? 
PP Xn» 3. X» Pm ; 


L 


D», désignant ce que devient 97", en remplaçant les ¢ par les y. Or 
nous savons que la série Z,2;7,, est une fonction entière de p; en 
l'écerivant comme une série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de o, les coefficients dans cette série auront la forme de séries absolu- 
ment convergentes ordonnées suivant les paramètres a,,; de plus, si l'on 


écrit la fonction entière: 


Tor 
Enn: Xam pm 


comme une série 2 ordonnée suivant les puissances de p, les coeffi- 
cients seront des fonctions entières des paramètres (40) telles que, si 
l'on remplace dans :chacune d'elles. chaque terme par sa valeur ab- 
solue, la série 27 restera encore convergente. Donc, la série du second 
membre de (41) s'écrira comme une série ordonnée suivant les puissances 
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de p dans laquelle chaque coefficient est une série absolument conver. 
gente, ordonnée suivant les puissances des paramètres 4,; par rapport à 
ceux des a, ou kZ — i, les termes de ces séries seront de dégré m, 
puisque le déterminant JD", est de degré m par rapport aux 7, et 
que les y, (#Z%) sont linéaires et homogènes par rapport auxdits para- 
métres. 

Or la série 22, [I(p) 9*? est, par rapport à ^, uniformément con- 
vergente à l'intérieur de tout domaine fini (cf. n° 15); done D(p) 
prendra la forme d'une série entière en p dont les coefficients sont des 
séries absolument convergentes, procédant selon les puissances des para- 
mètres a,). 

Je dis que, dans ces séries, chaque coefficient s'exprime comme une 
fonction entière rationnelle de x où les coefficients sont des nombres 
rationnels. Il suffit évidemment de le démontrer pour le cas où les 
racines 5,,55... f, de ¢(p) sont incongruentes; en effet, deux ou plu- 
sieurs de ces racines ne seront congruentes que quand les paramètres (40) 
satisfont à certaines conditions; or, les autres paramètres 2,, étant regar- 
dés comme des constantes, D(9) sera une série entiére toujours conver- 
gente par rapport à ceux-là; done, si la proposition est vraie dans le 
cas général où ces paramètres ne satisfont à aucunes relations, elle sera 
toujours vraie. 

Les racines p,,9,,..9, étant supposées incongruentes, si l'on écrit 
9 comme une série ordonnée selon les paramètres (31), chaque coeffi- 
cient dans cette série se mettra sous la forme 


K(p) = 2 K,z cot (p ex PT; 


K, désignant une fonction entière rationnelle, a coefficients rationnels, des 
quantités 


(42) 2,015 — , «cot (6; = Pg) 75 (3=1,. 2—1,241,.n) 


Og 


il est clair d'ailleurs que X, se change en XK, si p, se change en p,. 
La fonction II(e) K(p) est une fonction entière de o; si on la déve- 
loppe selon les puissances croissantes de 5, chaque coefficient dans ce 
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développement sera une fonction entière rationnelle en x, dont les coefti- 
cients seront des fonctions entières rationnelles, à coefficients rationnels, 
des quantités (42) et de plus, en les considérant comme fonctions de 
Pis Pay +. Ps Symetriques par rapport à ces variables. Or nous savons 
que II(p) K() est une fonction entière de p et de p,,p;,..p,; donc, 
en développant cette fonction selon les puissances croissantes de p, chaque 
coefficient. s'écrira comme une série entière, toujours convergente et sy- 
métrique par rapport à p,,5,,..5,, dans laquelle les coefficients seront 
entiers et rationnels, à coefficients rationnels, par rapport au nombre 7; 
chaque série de cette forme peut être exprimée comme ‘une série entiére 
toujours convergente par rapport aux paramètres (40) dans laquelle 
chacun des coefficients est entier et rationnel, à coefficients rationnels, 
par rapport à z; done la démonstration se trouve achevée. 

Pour arriver à ce résultat, nous avons supposé la condition (2) satis- 
faite; il est clair qu'on peut l'étendre immédiatement au cas général en 
se servant de la méthode employée dans le n? 25. Donc nous pouvons 
énoncer ce théoréme: 


Si les développements (3) des fonctions P,(x) convergent en dedans 
d'un anneau circulaire quelconque, le déterminant infini D(p) peut sécrire 
comme une série entière toujours convergente de o; chaque coefficient de cette 
série se représente par une série absolument convergente procédant selon les 
puissances et les produits des paramètres a; dans chacune de ces séries, les 
coefficients sont des polynômes en z dont les coefficients sont des nombres 
rationnels. 


30. M. Poincaré a donné le nom d’invariants de l'équation (1), 
relatifs à l'anneau circulaire (KA), aux coefficients J, dans le développe- 
ment du déterminant F(o) de M. Fucus: 


(— 1) F(o) = o" + ho" +... + Liao +1, 


(où le terme indépendant de @ est egal à l'unité, d’après ce qui a été 
démontré dans le n° 27). Le probléme de représenter analytiquement ces 


invariants a été résolu, comme on sait, dans des eas assez étendus par 
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MM. Fucus! et Hampuncer? et, dans le cas général, par MM. PoincArE’ 
et MrrrAG-LEFFLER'. Les expressions analytiques qui ont été employées 


par ces auteurs pour représenter les 7, contiennent certains paramètres 


PE 
dont les invariants eux-mémes sont absolument indépendants; l'emploi des 
déterminants infinis conduit aisément à des expressions plus simples, li- 
bérées de tout élément arbitraire. 

En effet, posons F(w) = f(p); d'après la formule (25), on voit que 
les quantités /(o), (0), -- f? (o), divisées par (2zi)', s'expriment comme 
des fonctions linéaires homogènes de D(o) , D'(o),.. D°(o) dans lesquelles 
les coefficients sont des expressions entiéres rationnelles, à coefficients ra- 
tionnels, en zi. Done, en posant p = O dans les formules 


" dp 
F(o)— f(p); F(o)=f (0) mo 
‘dp \" 10) UP 
D ue 


P 


on obtient F(1), F’(1),.. F“(1) sous la méme forme. 


Or on a 
po(o) 


de 





es ee >= 
et les F”(o) peuvent s’ecrire comme des fonctions linéaires homogènes, 
a coefficients rationnels, de F(1), F'(1), .. F(1); done: 


Les invariants de l'équation (1), relatifs à l'anneau circulaire (RR), 
peuvent toujours s'exprimer comme des fonctions linéaires homogènes de 





! Fucus, Über die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, insbesondere der 
Integrale linearer Differentialgleichungen, J ournal für Mathematik, t. 75. 

2 HAMBURGER, Über ein Princip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger Fune- 
tionen einer complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen 
in der Umgebung singulärer Punkte, Journal für Mathematik, t. 83. 

? PorxcARÉ, Sur les groupes des équations linéaires, Acta mathematiea, t. 4: 
voir aussi: Voor, Sur les invariants fondamentaux des équations différentielles linéaires du 
second ordre, thèse, Paris 1880. 

* Mrrrac-LEFFLER, Sur la représentation analytique des intégrales et des invariants 
d'une équation différentielle linéaire et homogène, Acta mathematica, t. 15. 
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D(o), D'(o),.. D?(o); dans chacune de ces fonctions, les coefficients sont 
des polynómes en zi dont les coefficients sont des nombres rationnels; 


et, d’après ce que nous avons démontré plus haut: 


chacune des quantités D(o), D'(o),.. D'?(o) peut s'écrire comme une 
série absolument convergente ordonnée selon les paramètres a,, dans laquelle 
les coefficients sont des polynómes en z; et, dans ces polynômes, les coefficients 
sont des nombres rationnels. 


31. Appliquons ces généralités à un exemple. Soit 


d°y 


7 BR: 
S LOCARE Don 
(43) DE (5 +£+ y o 
l'équation différentielle proposée; on aura identiquement 


Op CE TEE du —0 s k«ci-—i1 
(44) 


[24 7 


PAE) dep RU Be alo M ee 
Premier cas: 1 — 4ß n'est le carré d'aucun entier. Les deux ra- 
cines p, , o, de ¢(p) seront incongruentes: 


1 — V1 — 4f 1 + yt — 48, 
BT Te Ba wv map M 


done 2(p) prendra la forme 
xis Mes Mz eot (p — P,)T T M,7 cot (p —(J, r^ 
ou, en vertu de l'égalité M, + M, = o, 


Qo) — 1 + 2M, ERES. 


COS 2p, 7 — COS 2pT 
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Pour calculer M,, faisons usage de la inéthode employée dans le n* 28. 
D'après (29), en écrivant 2(p) sous la forme 


(m) 


a a 
%p)=ı +2 =ı+2% 2 95». 
m=2 m=2 Pı--Pm 
la série 2” sera identiquement nulle pour toute valeur impaire de m; 


et en posant, pour abréger les formules, F(p) = ¢(p)¢(e + 1), on aura: 


" 


I 


OH Ip k k - 
Q ( 1) (ar) I, + p) F(p + p») = F(p + po 





En représentant 2° par une expression de la forme suivante: 


Qoo B 2M z sin 2p, T 
COS 29,7 — COS 297? 





nous savons que la constante Mj" peut être exprimée comme une fonc- 
tion entière rationnelle, à coefficients rationnels, de 


, toot (a, — p,)7 


T > Pi» 
aee 


ou, ce qui revient au méme, de 


I 
21. 00 De z cot 29,75 


bornerons-nous à calculer Mi” et Mj". 
Parmi les fonctions F(p + m) (m=0,+1,..), Fl) et F(p — 1) 
sont les seules qui s'annullent pour » —p,; donc le résidu de la fonc- 


tion Q?, relatif au pôle p,, aura la valeur: 





COLE RER EA : : 
met 


Pour trouver la valeur de Mi”, écrivons 4% sous la forme 


[X se- Fr xb -XErrer 


= F(p+ m) 


I 
(p m — 1) 2 





Qo E (ar) 
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pour abreger, désignons par le symbole R(A) le résidu, relatif au pôle p,. 
d'une fonction quelconque A; posons 





* 2 2 
Va bs F(p ri ni ES N Be I + m) Fe +m +1) 


on obtiendra aisément 


E: 29 290 F"(p, as 1) 
[F(p)] . [£'(p, — Dp? 





R(H)— 


I I 
ate, DAR à) T F(p)F(p +1) - 





R(K) 


ODE (p, D EAP) stet n RETE 
2 [F (p, — HIER)" ; 





de plus, puisque (47) & = [2], on a: 
(ayf.R(G) = — 2 [MP Fr cot 2p, 7, 
et la quantité Mj? se trouve déterminée par la formule 
MS = (ay)? |n) — IR(H) — R(K) |. 
Ces quantités une fois calculées, le résidu M, s'obtiendra par la formule 
M, = M? + M? +... + MP + 


Second cas: 1 — 47 est le carré d'un entier p. Les deux racines 
fi» ps de ç(p) seront congruentes: 
N ose ji 
T 


Pı TE 7509 ae 


Donc, en vertu des formules (27) et (27’), la fonction &() pourra s'écrire 


Q(p) = 1 + ML z cot (p LT a = 1 — M, M unb e 
do : 2 TS ( " P) » 
d Pre 
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d'après ce que nous avons vu dans le n° 28, chacune des fonctions QU" 
prendra la forme 


(2k) __ ak) (i = 2 
2 = — À 11 | p | D 
sin (2 + ry T 
4 
Mj" désignant le produit de (ap) par un polynôme en 7 à coefficients 
rationnels. Donc M,, se représentera par une série de la forme 


M, = Ray + Ray) + .. + L,(ay) + 


où les R, sont des polynômes en x dont les coefficients sont des nombres 
rationnels. 

Dans tous les deux cas, le déterminant D(p) s'obtiendra par la 
formule 





sin (9 — z Sin ( nm 
D(p) er sin (9 x pi) sin (p T^. 7 Q(p). 


Ajoutons que les formules précédentes mettent en évidence ce fait 
que les invariants de l'équation (43), considérés comme fonctions des 
paramètres a, $, 7, ne dépendent que de f£ et du produit ay. 





Une partie des recherches qui ont fait l'objet de ce mémoire, a été 
publiée auparavant dans les Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences de Suède (Öfversigt af Kongl. Vetenskaps- Akademiens 
Förhandlingar, 1890). 
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SUR LA POLARISATION PAR DIFFRACTION 


PAR 


H. POINCARE 


à PARIS. 


T 


On sait à quelles discussions a donné lieu la question de savoir si 
la vibration lumineuse est perpendiculaire au plan de polarisation comme 
le veut FRESNEL, ou parallele comme le pense Neumann. Une discussion 
de méme nature a été soulevée depuis que la théorie électromagnétique 
semble, aux yeux de beaucoup de savants, devoir remplacer la théorie 
élastique. On s'est demandé si la force électrique est perpendiculaire au 
plan de polarisation et la force magnétique parallèle à ce plan, ou si 
c'est le contraire. Cette seconde question semble aujourd'hui à peu 
prés résolue et on est d'accord pour admettre la première hypothése. 
Mais si lon conserve la théorie élastique, la question de la direction de 
la vibration lumineuse reste sans solution certaine. 

On a espéré quelque temps trouver cette solution dans l'étude des 
phénomènes de polarisation par diffraction. Une application, que je crois 
erronée, du principe de Huysness avait fait croire à presque tous les 
physiciens que le plan perpendiculaire à la vibration devait par la diffrac- 
tion, se rapprocher du plan de diffraction. L'hypothèse de FRESNEL 
serait donc vérifiée si le plan de polarisation se rapprochait du plan de 
diffraction. 

Les résultats des expériences furent contradictoires, ce qu'on expliqua 
. par. la complexité des phenomenes; il se produit sur les réseaux, une 
réflexion ou une réfraction, dont les effets viennent compliquer ou méme 
masquer l'action exercée par la diffraction sur le plan de polarisation. 
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Je crois que ce n'est pas là la principale cause de l'insuccés de ces ten- 
tatives. Le principe de HuyGHexs a donné lieu à de nombreuses objec- 
tions et elles n'ont été complètement réfutées que par KincunorrF qui a 
donné à ce principe sa forme définitive. Sous cette forme, ce principe 
est une conséquence des équations fondamentales. Or, ces équations sont 
les mémes pour le vecteur qui dans le langage de la théorie électro- 
magnétique s’appellerait force électrique et pour celui qui s'appellerait 
force magnétique. Le principe de HuyYGHENS est donc vrai pour l'un et 
l'autre vecteur. Si done l'application qu'on en a voulu faire était légitime, 
elle le serait pour les deux vecteurs, et non pas seulement pour celui 
qui représente en grandeur, direction et sens la vibration lumineuse. Les 
plans normaux à ces deux vecteurs devraient donc l’un et l'autre se 
rapprocher du plan de diffraction, ce qui est impossible puisque ces deux 
plans normaux sont rectangulaires. Cela seul devrait suffire pour nous 
avertir de l'insuffisance de la théorie adoptée; mais une analyse plus 
compléte confirme cette premiére impression; pour faire passer le principe 
de Huyanexs de la forme que lui donne KircHHorr à celle que lui 
donnait Fressen il faut négliger certains termes. Cela était légitime 
dans les cas où FRESNEL la fait, cela ne l'est plus si le réseau est trés 
serré et la déviation grande ce qui est nécessaire pour qu'on puisse ob- 
server la rotation du plan de polarisation. On doit donc renoncer à tout 
espoir de résoudre de cette maniére la question de savoir si la vibration 
lumineuse est perpendiculaire ou paralléle au plan de polarisation, ou ce 
qui revient au méme si elle est représentée par le vecteur que la théorie 
électromagnétique appelle force électrique ou par celui qu'elle appelle 
force magnétique. 

On n'en était pas encore tout à fait convaincu quand M. Fizxau 
publia dans le tome 52 des Comptes rendus de l'Académie des 
sciences les résultats d'un grand nombre d'expériences intéressantes sur 
certains phénoménes trés-curieux. L'illustre physicien observa en effet 
que la lumière réfléchie régulièrement ou irregulierement sur des stries 
trés fines tracées à la surface d'un métal, de méme que la lumière 
transmise à travers une fente très fine à parois métalliques, présente une 
polarisation souvent notable et tantót perpendiculaire, tantót paralléle à 
la direction des stries ou de la fente. Dans le mémoire que je viens de 
citer il donna une explication générale de ces phénomènes, qu'il attribua 
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à l'interférence des rayons réfléchies avec ceux qui n'ont pas subi de 
réflexion. J’avertis tout de suite que le présent travail n'est que la dé- 
veloppement analytique dans un cas trés particulier de l'explication de 
M. FizEAv. Une vingtaine d'années aprés M. Gouy a observé des phé- 
nomenes de polarisation par diffraction qui se rattachent évidemment aux 
précédents, mais qui sont beaucoup moins complexes et il est arrivé ainsi 
à formuler plusieurs lois simples dont je rappellerai plus loin l'énoncé. 
Ses recherches sont décrites en détail dans le Tome 8, 6* série des An- 
nales de physique et de chimie et dans les Comptes rendus de 
l'Academie des sciences (12 mars 1883, 1884 et 1885). Les ex- 
périences ont été tout récemment reprises et complétées par M. Hurmuzescu 
(Comptes rendus, 1* semestre 1892). 

C'est a l'explication des phénomènes observés par M. Gouy que je 
consacrerai exclusivement ce qui va suivre; mais bien que les circonstances 
soient beaucoup moins compliquées que dans les expériences de M. Fizrav, 
je ne pouvais songer à aborder le problème dans toute sa généralité et 
jai dü me restreindre à un cas extrémement particulier; me bornant 
ensuite dans les deux paragraphes V et VI à indiquer par des aperçus 
plus ou moins grossiers, dans quel sens les diverses circonstances que 
javais d'abord négligées pouvait modifier les résultats. J'ai l'intention 
d'y revenir plus tard dans une seconde partie de ce travail et d'étudier 
l'influence de ces circonstances par une analyse plus complete et plus 
rigoureuse. 

J'aurais méme à peine osé publier des résultats aussi incomplets si 
je my avais été encouragé par la phrase suivante qui se trouve dans le 
mémoire de M. FizgAv cite plus haut: »tout au plus peut-on espérer qu'en 
appliquant le calcul à quelques cas théoriques plus simples, on arriverait 
à des déductions rigoureuses qui pourraient éclairer la question». 

J'ai trouvé plus commode d'employer le langage de la théorie 
électromagnétique; mais il ne faut pas s'y tromper; il ne faut pas croire 
que les faits s'expliquent dans la théorie de Maxwezz et ne s'expliquent 
pas dans la théorie élastique. Les équations sont exactement les mémes 
dans les deux théories et si l'une rend bien compte des faits il en est 
certainement de méme de lautre. 

J'ai désigné par X, Y, Z les composantes de la force électrique 
qui d'aprés FRESNEL représente en grandeur direction et sens la vibration 
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lumineuse; j'ai désigné à l'exemple de MaxwELr par a, #,7 les com- 
posantes de la force magnétique qui d'aprés NEUMANN représenterait cette 
méme vibration. 

Dans toutes les applications que j'ai faites, j'ai pris pour axe des z 
la direction de celle de ces deux forces que je considérais. Deux des 
composantes sont alors nulles et j'ai pu employer les lettres « et 3 pour 
représenter d'autres quantités. 

Si la lumière est homogene on a: 


Z = Z, cos pt + Z, sin pt 


ou 
Z = partie réelle (7,045) e*t, 


Z est ainsi la partie réelle d'une exponentielle imaginaire, et cette ex- 
ponentielle comme il est aisé de le voir satisfait aux mêmes équations 
que Z. 

Pour cette raison, il me sera quelquefois commode, comme on le fait 
souvent, de désigner par Z, non pas la force électrique, c'est à dire la 
partie réelle de l'exponentielle, mais l'exponentielle elle-même. Afin 
d'éviter toute confusion je ‘previens tout de suite que dans les K III et 
IV c'est la partie réelle de l'exponentielle que je désigne par Z et que 
dans les $$ V et VI c'est l'exponentielle imaginaire elle-même, De méme 
pour 7. 

J'emploierai aussi une notation qui est souvent usitée. Soit S une 
surface quelconque, JJ un point de cette surface, MN la normale à cette 
surface M’ un point de cette normale infiniment voisin de M; je dé- 
signerai par dn la longueur MM’. Soit ensuite F{x,y,2) une fonction 
quelconque; F, la valeur de cette fonction au point M. Je désignerai 


par 
A dF 
F + Fr du 
: > : ^ di 
la valeur de cette méme fonction au point M’, et le rapport d, Sap- 
^ (élu 


\ 


pellera la dérivée de la fonction /' estimée suivant la normale à la 
surface $. : 
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1. 


tappelons d'abord succinctement les résultats obtenus par M. Gouy 
et quil s'agit d'expliquer. Ce physicien se sert d'un écran métallique 
formé d'une sorte de biseau trés aigu, et il concentre la lumiére à l'aide 
d'une lentille sur l'aréte de ce biseau. Il observe ensuite la lumière 
diffractée à l'aide d'un microscope de faible grossissement pointé sur cette 
méme aréte. 

Dans ces conditions la lumiére diffractée est sensible dans une di- 
rection quelconque et on peut observer des rayons qui ont subi des dé- 
viations considérables pouvant aller jusqu'à 160°. M. Gouy a découvert 
de la sorte les lois suivantes: 

1. A l'intérieur de l'ombre géométrique, la lumière est polarisée 
perpendiculairement au plan de diffraction. Cette polarisation est d'autant 
plus marquée qu'on se rapproche davantage de l'écran, c'est à dire que 
la déviation est plus grande, et peut devenir presque complète. 

2°. A l'extérieur de l'ombre géométrique la lumière est polarisée 
au contraire dans le plan de diffraction. La polarisation nulle quand la 
déviation est trés petite, atteint son maximum vers 30° ou 40°; dans de 
bonnes conditions elle peut être alors presque complete; elle decroit 
ensuite lentement, mais elle est encore notable pour une déviation de 160°. 

3°. Pour une méme déviation, la lumière diffractée est maximum 
quand le faisceau incident et le faisceau diffracté font des angles égaux 
avec l'écran. : 

4. Quand les bords sont trés tranchants et que la lumière incidente 
est naturelle, la quantité de lumière diffractée est la même pour une méme 
déviation que cette déviation ait lieu vers l'intérieur ou vers l'extérieur. 

5°. A l’intérieur de l'ombre géométrique, la lumiére polarisée per- 
pendieulairement au plan de diffraction est en général fortement colorée 
tandis que la lumiére polarisée dans le plan de diffraction reste blanche. 

6°. Si la lumiére incidente et polarisée dans un plan oblique au 
plan de diffraetion on peut la décomposer en deux composantes; l'une 
polarisée dans le plan de diffraction et l'autre perpendiculairement à ce 
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plan; et ces deux composantes éprouvent dans la diffraction une diffé- 
rence de marche qui croit avec la déviation (a l'intérieur de l'ombre 


géométrique) reste bien inférieure à "i le tranchant est trés fin, mais 


À © : - 
peut approcher de = avec des bords arrondis; c'est la composante polarisée 


dans le plan de diffraction (c'est à dire la composante blanche et faible) 
qui prend l'avance. 

A l'extérieur de l'ombre géométrique cette différence de marche est 
de méme sens que celle que produirait la réflexion mais plus petite à 
déviation égale. 

Tels sont les faits dont nous avons à rendre compte; il ne serait 
pas facile de mettre en équations toutes les données d'un probléme aussi 
complexe et de les résoudre ensuite, si l'on ne cherchait à diviser la 
difficulté. 

Je traiterai donc d'abord une question beaucoup plus simple. 

Je supposerai que les ondes incidentes sont cylindriques, les généra- 
trices du cylindre étant parallèles au tranchant du biseau; il en résulte 
alors évidemment qu'il en sera de méme des ondes diffractées. On réaliserait 
ce cas en concentrant la lumière sur le bord de l'écran non plus avec 
une lentille sphérique, mais avec une lentille cylindrique. Supposons 
alors qu'on prenne le bord de l'écran comme axe des z; les diverses 
quantités que nous aurons à considérer, c'est à dire les composantes du 
déplacement d'une molécule d'éther dans la théorie élastique ou les com- 
posantes de la force électrique ou de la force magnétique dans la théorie 
électromagnétique) seront alors des fonctions de x, de y et du temps f, 
mais ne dépendront pas de z. 

Si la lumiére incidente est polarisée dans le plan de diffraction, il 
en sera de même de la lumiere diffractée, et comme la force électrique 
est perpendiculaire au plan de polarisation, elle devra être parallèle à 
laxe des z. Appelons alors Z cette force électrique, elle devra satisfaire 


à l'équation: 
Lf/diZ WZ d°7 
J *( = =) = 3:3 
da dy di 


V désignant la vitesse de la lumière. L’intensité de la lumiére est pro- 


portionnelle a Z^ et il est facile de déduire de la connaissance de la 
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fonction Z, celle des composantes de la force magnétique a et /; la 
troisième composante 7 de cette force magnétique est toujours nulle. 
Supposons maintenant au contraire que la lumière incidente soit 
polarisée perpendiculairement au plan de diffraction et qu'il en soit par 
conséquent de méme de la lumière diffractée. Comme la force magné- 
tique est paralléle au plan de polarisation, elle sera parallele à l'axe des 
z. Si nous la désignons par 7 elle satisfera à l'équation: 
yer, dr d'y 
E zu dy?) swat?’ 


l'intensité de la lumière sera proportionnelle à 7^; et la connaissance 





de 7 entrainera celle des composantes X et Y de la force électrique; la 
troisieme composante Z étant toujours nulle. 

La seconde simplification que j'introduirai étonnera sans doute davan- 
tage. Peut être plus d'un lecteur ne la trouvera-t-il légitime qu’aprés 
avoir lu le $ V. On sait que vis à vis des oscillations hertziennes tous 
les métaux se comportent absolument de la méme maniére et par consé- 
quent de la méme facon que des conducteurs parfaits. En d'autres 
termes, au moins avec la précision assez faible que comportent les ex- 
périenees, les lignes de force électrique aboutissent normalement à la 
surface des conducteurs. Au contraire vis à vis des oscillations lumineuses 
il n'en est plus rigoureusement de méme, l'étude de la réflexion mé- 
tallique nous l’apprend; la condition des métaux m'est plus tout à fait 
la méme que celle d'un conducteur parfait; mais elle s'en rapproche 
d'autant plus que le pouvoir réflecteur est plus grand. 

Eh bien, nous supposerons que notre écran se comporte comme un 
conducteur parfait, c'est à dire que les lignes de force électrique aboutis- 
sent normalement à la surface. Comment cette condition s'exprime-t-elle 
analytiquement? 

Si la lumiére est polarisée dans le plan de diffraction, la force 
électrique est parallele à l'axe des z, parallèle par conséquent à la surface 
de l'éeran qui est un cylindre dont les génératrices sont parallèles à cet 
axe; cette force n'a donc pas de composante normale à cette surface et 
comme d'aprés l'hypothése que nous venons de faire elle ne doit pas avoir 
non plus de composante tangentielle, elle doit étre nulle. On aura done 

uo 
à la surface de l'écran. 
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Si au contraire la lumière est polarisée perpendiculairement au plan 
de diffraction, la force magnétique y est parallele à l’axe des z. Con- 
sidérons un point de la surface de l'écran que nous prendrons pour un 
instant comme origine des coordonnées, pendant que l'axe des x sera la 
tangente à la section droite de l'écran cylindrique et l'axe.des y la nor- 
male à cette section. Les dérivées par rapport au temps de la force 
électrique seront à un facteur constant prés: 





La premiére de ces composantes devra étre nulle, c'est à dire que la 
dérivée de 7 estimée suivant la normale à l'écran devra être nulle. Nous 
écrirons done, en renoncant aux axes particuliers que nous avions choisis 
pour un instant 

dy À, 


= O. 
dn 


Cette égalité aura lieu en tous les points de la surface de l'écran, et on 
en voit aisément la signification. Si M est un point de cette surface, 
y la valeur de la force magnétique en ce point, si M’ est un point in- 
finiment voisin, tel que MM’ soit normale à la surface la valeur de la 
force magnétique au point M’ sera 


Tray, 


Er dn 

Comme troisième simplification je supposerai que le tranchant du bisean 
est parfait c'est a dire que la surface de l'écran se réduit à deux plans 
qui se coupent suivant laxe des z, sous un angle trés aigu. 

Je simplifierai encore le probléme en supposant que cet angle est 
infiniment petit. Enfi je supposerai que la lentille cylindrique qui con- 
centre la lumière sur le bord de l'écran est parfaitement aplanétique et 
que sa ligne focale coïncide rigoureusement avec l'axe des z. 

téduit à ces termes, le probléme est facile à résoudre et on peut 
déjà rendre compte des particularités les plus importantes découvertes par 
M. Govy. Néanmoins on pourrait croire que les hypothèses trés parti- 


culiéres que je viens de faire jouent un róle essentiel et que les résultats 


Sur la polarisation par diffraction. 305 


seraient profondément modifiés si on les abandonnait. Ces hypotheses, je 
le rappelle sont au nombre de 5: 

1^. L'angle du biseau est infiniment petit. 

2°. Le tranchant du biseau est parfait. 

3°. L'écran se comporte comme un conducteur parfait. 

4°. La lentille convergente a sa ligne focale sur laxe des z. 

5°. Cette lentille est cylindrique. 

Un examen plus approfondi est done indispensable. Je vais par 
conséquent procéder de la facon suivante. 

Je traiterai d'abord le probléme complétement en admettant ces cinq 
hypothéses puis je les abandonnerai successivement et je verral quelles 
modifications j'introduis ainsi dans les résultats. 

Je les abandonnerai d'ailleurs dans l'ordre ou je viens de les énoncer 
en dernier lieu. 





IIL. 


Rappelons d'abord les propriétés des fonctions de Besser qui nous 
seront utiles dans la suite. Soit: 














g^ " e? at 
J, (©) DATE) B 2.2n zu 2.4.2n.2n + 2 
æ° 
2.4.6.2n.2n + 2.2n Tu 4 Sem | 


où n est un nombre entier, fractionnaire ou méme incommensurable. 
On sait que J,æ ^" est une fonction entière de x et que J, satisfait à 
l'équation différentielle 


d*J, IU 
(1) eh 





+ J,(1 —") —10; 


av da 


n 


La fonction J, n'est généralement pas réductible à des fonctions plus 
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simples; il y a pourtant un cas où il en est ainsi, c'est quand 2n est un 


entier impair; il vient alors: 


7; n— i n— = ya Id ne 
—\— | x er in = cos T. 
2 ( ) TX E = 


es cor ^ : : I 
On voit ainsi que J, est un polynôme entier en cosæ, sinz et —-- 
ve 


J'aurai besoin aussi de la valeur asymptotique de J,(x) pour x trés 








grand. Cette valeur est: 





Cela posé supposons d'abord la lumière polarisée dans le plan de diffraction. 
Notre équation s'écrit alors: 





s d°Z edi 
) ae 


dx? dy? 
Si nous supposons que la lumière soit homogene, c'est à dire que nous ayons 
Z = Z, cospt + Z, sin pt, 


Z, et Z, ne dépendant que de x et de y, il viendra: 


0 
= =—pZ; 
si nous posons: 
=} 
notre équation devient: 
(2) dads uS t. 


, 5277 
La longueur d'onde est alors égale à ES 
a 


Passons aux coordonnees polaires en posant: 


T = p cos o, y — p sino, 
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l'équation deviendra: 


d’Z 1dZ I d?Z 





$e. 
(3) p^ do am ui cc dor 
Si l'écran est un biseau parfait, les équations des deux plans qui limitent 


cet écran seront de la forme: 
( = W)> DIOR: 


Si nous supposons comme nous venons de le faire que l'angle du biseau 
est infiniment petit, ces équations pourront s’ecrire: 


De; Dec Doe 


Nous ferons varier w de o à 27; pour © =o et pour w = 27, Z devra 


r7 


étre nul; mais E pourra éprouver une discontinuité quand on franchir: 
l'écran qui se trouve ici réduit à un plan. Au contraire s'il n'y avait 
pas d'écran, Z ne serait pas assujetti à s'annuler pour « — Oo, mais ce 
serait une fonction périodique de « de période 27, qui serait continue 
ainsi que sa dérivée. Comment ces conditions se traduisent elles analy- 
tiquement. 

Sil n'y avait pas d'écran, on pourrait écrire, en vertu de la for- 
mule de Fourier 


(4) Z = XP, cosnw + XP’ sinno, 


n étant un entier, P, et P; des fonctions de p. Mais avec un écran 
nous devrons remplacer cette formule par la suivante: 


r . no 
(5) DRE sin —; 
n étant un entier et P, une fonction de p et de ¢. Le développement 
(5) ne doit pas contenir de cosinus parce que Z doit s'annuler pour © = © 
et pour w = 27. En revanche le développement (4) ne doit pas contenir 


N 


. - CALE no : > 5 dZtiug: 
de fonctions trigonométriques de — (» impair) parce que Z et 3E doivent 
. 2 au 


être continues. 
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Adoptons done le développement (5) et substituons le dans l'équa- 


. / , \ Le . no 
tion (3); nous aurons en égalant à o le coefficient de sin —: 


d'P, | 1dP, EV 
een EC —*,)=0 





do 
d'ou puisque P, doit rester fini pour p — o: 


T = A, J, (ap), 
A, étant une fonction de £. On a done: 
Z desque Talo) sin > 


ou en remplaçant les fonctions de BESSEL par leur valeur approchée, ce 
qui est permis dès que go est tres grand, c'est à dire dés que p est 
beaucoup plus grand que la longueur d’onde: 


(6) SS Li va A, ae — COS (ap = z) sin. 





arp 2 


Rappelons que A, doit étre linéaire et homogene en cos pt et Sin pf. 

Pour pousser plus loin cette étude, nous devons distinguer les di- 
verses sortes de faisceaux lumineux dont la superposition produit le 
mouvement de l’ether représenté par l'équation (6). 

Parmi ces faisceaux il y en a un qui se rapproche du bord de 
l'écran c'est à dire de l'axe des z, c'est le faisceau incident; les autres 
s'en éloignent; à savoir, le faisceau transmis directement, le faisceau 
réfléchi et le faisceaux diffractés. Le premier se rapprochant de l'écran, 
son équation peut s'écrire: 


: (e) ; N 
Z = 19) cos (ap + pt + h), 
VP 
h étant une constante qui doit être indépendante de ©, si on suppose 
comme il n'y a peu d'inconvénient à le faire que la phase est la même 
en tous les points du faisceau. Nous pourrons alors choisir l'origine du 
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T 


temps de façon que cette constante soit égale à —-, ce qui nous per- 


ax 


mettra d'écrire: 


no 
(7) Z= ve Y 5, cos (ap —° el nt) y ; 


les B, étant des constantes. 





Les autres faisceaux qui s'éloignent de l'écran doivent avoir une 
/ x 
equation de la forme: 
fl) 


i em os (a =e i - in( ET ot 
ee 7 pt) + sin (ap à pt) 


ce qui peut s’ecrire encore: 


T - T \ . no 
(8) Z= ps YG cos (so Xam pt) sin : 


2 Li X | no 
+ Vip: sin (a 7 pt) sin — 





Le second membre de (6) doit étre la somme des seconds membres de 
(7) et de (8). Si nous identifions en égalant les coefficients de 


í ZN . mao . T\ . "o 
cos (ap —- ) SINE Er nr) nr 
4, 2 4, 2 
nous obtiendrons: 
mn ’ 1 E 
Ej Code = D, cos pt + C, cos pt — D, sin pt, 
WIT e c 
A, sin — = — B, sin pt + C, sin pt + D, cos pt, 
d'ou: 
> 
sl n —O D Ge Do 
si H=I ND C, = 0, 
(9) mod 4, 
al (2 = 2 (67 D,—o 
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C'est le faisceau incident qui nous est donné, nous connaissons donc B,; 
les équations (9) nous permettent alors de calculer C, et D, et nous 
font ainsi connaitre tous les éléments des faisceaux direct, réfléchi et 
diffractés. 
Il est curieux de voir ce que donne ce même calcul quand on 
lapplique au cas où il n'y a pas d'écran. On a alors pour le mouve- 


ment total: 


Z = X (A? cosno + À} sinno)J, (op) 


ms 
© 
Du 


2 


. 2 7 NT 
— 2 (A? cosno + À} sin no) V/ COs (a —5—"), 
nap A 





pour le faisceau incident: 


(7) p 


et pour l'ensemble des faisceaux transmis: 


(8^) Zr V 


A : T b = 
+ VE ÿ sin (ap —:— pt JU, cosnw + Di sinno) = fi(p , © , t). 


\ 


>= T » 1 
anp Y cos (a —° ed pt) (B, cosnw + B,sinno) = f(p, c , f) 





\ 


X z : 
Y cos (ap —-— pt (C; cosnw + C; sinn) 
amo 4 





Lidentification faite absolument de la méme maniere que plus haut nous 
donne alors: 


E u ee 20 Loge 1 24 p ee lives 
Si H=O | C; ES Di C, NI n? D, ATE D. EL 
(9^) mod 2, 
— T d 0 LEE 1 yes II 
al | os Ft; (Ge EXE B,, I naso D, = © 
d'ou: 


fi (p,  , t) = f(p, © SEU — t) 


ce qui veut dire en somme qu'il n'y a pas d'autre faisceau transmis que 
le faisceau direct, c'est à dire qu'il n'y a ni réflexion, ni diffraction. 

Revenons au cas où il y a un écran et cherchons à interpréter les 
équations (9). Supposons que le faisceau incident soit contenu entre les 
deux plans © =a, © =f et qu'entre ces deux plans son intensité soit 
constante, ou plutót ne dépende que de p. Soit ensuite: 


T - . no 
f(®) DD. sin —. 
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Alors f(e) sera nulle, quand «c ne sera pas compris entre a et ß, et 
sera constante égale à 1 par exemple, quand © sera compris entre 4 et 
f. Si Von observe alors que f(w) change de signe avec © et est une 
fonction périodique de période 4z, on en conclura: 


f(e) = +1 si 4kz + a < o < 4kz + ff; k entier, 
f(o) =—1 s 4kr— f « e « 4kz — a; k entier, 
AO pour les autres valeurs de o. 


Soit ensuite: 
(wo) = EB. sin no SW AC MCE a). 


2 





on voit que f,(@) a pour période 27 et est égale a 


I : : : 
+ Ro est compris entre 2kz +a et 2k7 + f 





si w est compris entre 2kz — B et 2kz a, 
Oo pour les autres valeurs de c. 


Posons de méme: 





20 He e flo) — fle +22) 


f, (v) DE on 2 = 


Il résulte de cette définition: 
1? que fí(e) = —f,(o + 27), 


2° que f,(w) est égale a 


— 


si w est compris entre 


D | = 


4kr + a et Aka +B ou entre (ak + 2)xr—f et (4k + 2)7 — a, 


si w est compris entre 


D | = 


ß et Akr—a, ou entre (4k + 2)r +a et (4k + 2)z + 8, 





4krz 


O pour les autres valeurs de o. 
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Posons alors: 





sin 3c a sin 5o 


7 . 
5¢(@) = sino + s 3 


Bola 
de telle sorte que e(w) soit égale a 
I Mer 
+, pour e compris entre 2kz et (2k + 1)z, 
I . 
—; pour w compris entre (2k + 1)z et (2k + 2)z 
on aura alors 


2j (@)— (5) + e(* ^ ine ef ti z) T e(° Del ) 


Posons maintenant: 














d,(®) = ved gin = — » BED sin no, 
(10) 
d,(o) = ) © sin © == DER 1)" sin ET 


l'équation (6) qui exprime le mouvement total de l'éther pourra s'écrire 


(11) Au; f,(®) cos (a —° fede pt) 


+ ¢,(@) cos (ap —*— pt) + ¢,(@) sin (a —- pt): 
La premiere équation (10) nous montre que 


¢,(@) = flo + 7) 
et par conséquent est égale à 
I T . Y 
= pour » compris entre z+a et z+ (faisceau direct), 


2 


pour æ compris entre z—f et z—a (faisceau réfléchi), 


Nile 


o pour les autres valeurs de w (cw variant de o à 27). 


On voit ainsi que dans le second membre de (11), le premier terme 
correspond au faisceau incident, le second aux faisceaux direct et ré- 
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fléchi et que le troisième terme qui reste correspondra aux faisceaux 
diffractés. 

Nous sommes done amenés à calculer la fonction ¢,(@); car l'in- 
tensité de la lumiére diffractée sera proportionnelle au carré de cette 
fonction. 

Rappelons le développement connu: 

I I Er gie gie giv ediw 


TE ee dir Taste. 


En egalant les parties imaginaires on trouve: 





sin o sin 3@ 


5¢(o) = rob ; +... 





et en égalant les parties réelles 


cos w 
= 24 - 
I 3 5 


COS 36 COS 5a 











XU. 








Changeant © en o = 3) 2b, vaent: 


iD) FEN | sinw , sin3o0 sin5o 
d E 


I 3 5 





BU s 


I 
log 





ou enfin 


fo  z\| Sino  sin3o , sin5o 
ES Arak all geben uni xe, 
2 4/ | I 3 5 





7 I 
=¢,(@) = Slog 





en sorte que pour passer de ¢g(m) à ¢,(@) il suffit de changer le signe 
du coefficient de sin(4n + 3)o. 








2 


, 0) —— 66 \ DO 
Il en résulte qu'on passera de e( ) à e( : ) en changeant 


n + 
4 e) ou de cos 








0) 


à JE ; n + 3 
le signe du coefficient de sin 4 E 3 
De méme pour passer de f,(w) à ¢,(@), il suffit de changer le signe 
4n + 3 
EI 


2 





du coefficient de sin Or, on a: 











to = sez) (58) este 
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On aura par conséquent: 























tte ie 
(12) (w) = > log o—P+a2 ipu 
dg tg | 

4 4 | 


Telle est l'expression de la racine carrée de l'intensité de la lumiere 
diffractée. Une chose nous frappera d'abord; c'est que cette expression 
peut devenir infinie. Elle le devient en effet pour les valeurs suivantes 
de o, 





e —a-rz, o=—f+7, O—=T—4, D = 


P. 


c'est à dire sur les bords du faisceau direct et du faisceau réfléchi. Cette 
circonstance pourrait d'abord provoquer des doutes. 

En premier lieu au point de vue purement analytique; nous avons 
été amenés à plusieurs reprises à supposer que la fonction Z restait finie; 
et si à la fin du calcul, nous trouvons un résultat contradictoire avec 
cette hypothése, on peut se demander si tout notre échafaudage de raisonne- 
ments ne s'écroule pas; on sera rassuré si lon observe que l'équation 
(11) n’est qu'approchée et qu'on lobtient en remplaçant les fonctions de 
Bessez par leur valeur approchée; or cela n'est permis que si p est 
infini; pour toutes les valeurs finies de p, l'expression exacte de Z de- 
meure finie. 

Ensuite au point de vue physique, ce résultat n'est pas conforme 
aux observations. Il est vrai que comme on observe à l'aide d'un mi- 
croscope, l'objectif de ce microscope a forcément une certaine ouverture 
et serait vu de laxe des z sous une angle fini; de sorte que la racine 
carrée de l'intensité observée, n'est pas d,(©), mais: 


wy 


[¢,(@ )do. 


Wy 


Or cette intégrale est évidemment toujours finie; la différence ©, — w 
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était relativement assez grande, dans les expériences de M. Gour elle était 
égale à f — a. 

Mais cette explication est insuffisante, ce résultat paradoxal tient aux 
hypothéses extrémes que nous avons faites; nous nous en rendrons mieux 
compte dans les paragraphes suivants, quand nous abandonnerons successive- 
ment ces hypothèses. Mais dés maintenant je puis mettre en évidence 
l'effet d'une d'entre elles. Nous avons admis que l'intensité du faisceau 
incident était constante pour « compris entre a et f et était nulle quand 
© n'était pas compris entre ces limites. Il en résultait que f(@) était 
une fonction discontinue; c'est ce qui n'arrivera pas dans la réalité; or 
il est aisé de voir par une analyse toute pareille à ‘celle qui précède 
et sur laquelle nous reviendrons à la fin de ce paragraphe que si f(«) 
est continu, d,(®) est fini. 

Ne nous arrétons donc pas pour le moment à cette difficulté; et 
appliquons la méme méthode au cas où la lumière est polarisée dans un 
plan perpendiculaire au plan de diffraction. Nous devons alors satisfaire 
à l'équation: 

dr I dy I d^r 


" - 2 == 
(3 ) do’ p dp idi p do” te RER 





Sur le bord de l'écran, c'est à dire pour 


(0 = O, COIN 27% 
on devra avoir: 
dy 
6) 
deo 


de sorte que 7 sera de la forme: 


na) 
em Mp. cos — 
étant fonction de p et de ¢. On verrait comme plus haut que: 


p. = 4,J, (ap) 


A, dépendant seulement de /; d'où léquation approchée analogue à (6) 


” xc 2 > n+ I E na 
(6") m MM VÀ cos (so P ) cos — - 
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Les équations (7) et (8) qui donnent l'expression de la lumière incidente 
et celle des lumières transmise directement, réfléchie et diffractée seront 


. Pil» er r . no 
encore vraies ici avec cette différence que Z sera remplacé par 7 et sin = 


x ne 
par 425 . 


On aura done: 


(7°) SB: Vi 
(8") DC VER Save 


en posant pour abréger: 





s (ap — = + me cos, 


no 








0 = ap —^ — pt. 
/ a 
En identifiant le second membre de (6”) avec la somme des seconds 


membres de (7”) et de (8”) nous retrouverons les équations (9) qui sont 
done encore vraies dans le cas qui nous occupe maintenant. 


= B, c utis 


La fonction f(w) aura pour période 47, elle ne changera pas quand o 


Posons encore 


se changera en — «c; d'autre part ses valeurs entre o et 27 sont connues, 
elle est égale à 1 quand c varie de a à # et à o pour les valeurs de 
c comprises entre o et 27 et non comprises entre a et #. Nous aurons 


done: 
f(w) = 1 pour e compris entre 


akr + a et 4kr +8 ou entre 4kz — B et 4kr—a, 
f(e)- 0 pour les autres valeurs de «c. 


Soit maintenant: 


fi(e) D COS He = CAE SES Eun ZEN 








f (e) a cos 2” t Do _ f(w) — f(o + ?z 


— 2 
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il est clair que l'on aura: 


pour © compris entre 


f,(@) = 


D | æ 


4kz + a et 4km+ß ou entre 4kx— B et Akm—a, 
f, (e) = AL pour @ compris entre 
(ak-4-2)z--« et (4k4-2)z--f ou entre (4k4-2)z— B et (ak4- 2)z — B, 
f(e)- o pour les autres valeurs de o. 


Cela peut s'exprimer par l'équation suivante: 


ato) = ef) —9(625) — 249) + (77-9) 


N 











Soit, comme plus haut: 
- n . 
d,(o) — cos— = LB,,(— 1)" cosno, 


E es DED: cost = Z Bansi(— 1)" cos Til e. 


2 


Nous aurons dans l'expression complete de r un terme en f(«) corres- 
I I if 
pondant au faisceau incident, un terme en ¢,(@) correspondant aux 
faisceaux direct et réfléchi, un terme en ¢,(@) corres yondant aux faisceaux 
, Q3 I 
diffractés. On voit d’abord que: 


Co) = fo + 7). 


Quant à ¢,(@) on lobtiendra en partant de f,(w) et en changeant le 


: URS An + 3 
signe du coefficient de cos — — o. 


On trouvera ainsi: 
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ou bien enfin: 


w—-atn ot a—r 
ot o 











I tg 4 d 4 
d,(w) = 7108 „eßtr „o+ß—a f 
> 4 “Ts 4 


Telle est l'expression de la racine carrée de l'intensité de la lumière 
diffractée. On voit que cette expression n'est pas la méme suivant que 
la lumiére est polarisée dans le plan de diffraction ou perpendiculaire- 
ment à ce plan. Par conséquent si la lumière incidente est naturelle, 
la lumiere diffractée sera polarisée. 

Pour simplifier la discussion, supposons que «a soit très peu différent 
de f et négligeons les termes en (f — a)’; il viendra pour les deux ex- 


pressions de ¢,(@): 


























Br I I . . : 
PRES se UNE we (polarisation paralléle au plan 
A e T e) (72 pp 5 
cos — cos — de diffraction), 
et 
B CL I I en . . D 
x (polarisation perpendiculaire au 
AT On ea pp : 
cos cos plan de diffraction). 


Les circonstances de la polarisation dépendront donc de la valeur du 





























apport: 
I I 
© —4 ota | e + a © — à 
cos cos | cos co 
2 2 2 2 
I I | e us a (1) — 7 
eos + 3 
(€ —42 o + a | 2 2 
COS c | Ss A 
7 





Plus ce rapport s’eloienera de 1, plus la polarisation sera intense. S'il 
est plus grand que r, le plan de polarisation sera parallèle au plan de 
diffraction; s'il est plus petit que 1 ces deux plans seront perpendiculaires. 

La condition pour que le rapport soit plus grand que r, c'est que 
c soit compris entre «+ z et z — a, c'est à dire que le rayon diffracte 
soit compris entre le faisceau direct et le faisceau réfléchi. On aura donc: 
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entre l'écran et le faisceaux direct (diffraction intérieure) de la lu- 
miére polarisée perpendiculairement au plan de diffraction; 

entre le faisceau direct et le faisceau réfléchi (diffraction extérieure) 
de la lumiére polarisée parallélement au plan de diffraction. 

Ces résultats sont conformes à l'observation; les expériences n'ont 
pas porté sur le troisième cas où « serait compris entre O et m — 4. 

Pour w = 27, le rapport s'annule, la polarisation est donc complete 
ce qui est encore conforme à l'observation. Pour w = 7, le rapport 
devient infini et la polarisation devrait encore étre compléte; il est pro- 
bable que le mélange des rayons réfléchis sur le bords qui sont toujours 
arrondis, s'oppose à ce qu'on puisse l’observer. 

M. Gouy a observé que l'intensité totale de la lumiére diffractée est 
maximum à déviation égale quand les axes optiques du collimateur et 
du microscope font des angles égaux avec l'écran. Notre formule donne 
un résultat contraire, l'intensité totale qui est proportionnelle à: 

I I 


,.D+a 
COS” 
2 2 











est au contraire minimum quand les conditions que je viens d'énoncer 
sont remplies c'est à dire quand 


0 + a«-2m. 


Nous chercherons plus loin, quand nous abandonnerons successivement 
nos hypothèses simples, à expliquer cette divergence. Il ne sera pas 
inutile néanmoins de voir ce que deviennent nos formules quand on 
suppose o + a= 27. J'appellerai à la déviation © — « — 7 qui sera 
positive à l'intérieure. 

Je trouve alors que la racine carrée de l'intensité de la lumiére 
diffractée est proportionnelle à 


si le plan de polarisation est parallèle au plan de diffraction et à 


| I | 


+ 1 





N 
MO 
sin — 
4 





si ces deux plans sont perpendiculaires. 
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L'intensité totale sera proportionnelle à 





1+ 


2 


sin 


DIS 


^ N 


Elle ne change done pas quand on change 9 en — 9, ce qui est con- 
forme à l’une des lois de M. Goux, celle que nous avons énoncée plus 
haut sous le n? 4. 

Nous rendrons donc compte déjà des principales circonstances ob- 
servées par M. Gouy; mais en revanche il en est d'autres qui échappent 
à notre explication comme la coloration des rayons diffractées et la 
différence de marche entre les deux composantes (lois énoncées plus haut 
sous les n? 5 et 6). Nous verrons dans les paragraphes suivants si nous 
pouvons en rendre compte. 

J'ai dit plus haut que si la fonction f(@) était continue, la fonction 
d,(w) ne deviendrait pas infinie; il est aisé de s'en assurer, on trouve 
en effet si f(@) est nul pour w = 27 et si l'on suppose par exemple 
que le plan de polarisation soit paralléle au plan de diffraction: 











O—a+T 
1 tg 4 i 
h €) L—— T log 
f ( T f (a) inen Sh ct c. 


a=0 


Il est clair que si f’(w) est fini, cette intégrale ne pourra devenir infinie. 





IV. 

Voyons maintenant comment les résultats précédents sont modifiés 
quand on ne suppose plus que l'angle du biseau soit infiniment petit. 
Soit 

= ©} (0 = Az 


les deux plans qui limitent le biseau. 
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Supposons d'abord que le plan de polarisation soit parallèle au plan 
de aiffraction Z qui doit s'annuler pour » = Oo et pour o» = dx sera de 


la forme: 
nw 


Z, = NAT Go) sin = 
2 


en se bornant à la valeur approchée on retrouvera l'équation 


(6) Z = Da Ve cos (ap — -— = sin X 


AT 2 
Soit 
ES AN 7 oc we 
(7) Z = Ve Ÿ B, cos (ap D ES pt) sin 
(D e 4 A 


l'équation du faisceau incident et 


za DEL Dre DL T : T \ 
(8) Z= Va Y sin "E [e. cos (2p TUM pt) + D, sin (ap Tr pt) | 


celle des faisceaux qui s'éloignent de l'écran. On trouvera par un ealeul 
tout pareil à celui du paragraphe précédent: 


A, cos E = B, cos pl + C, cos pt — D, sin pt, 
A, sin = — — B, sin pt + C, sin pt + D, cos pt 


d'ou les équations 


NT 


Ca c08 — B... 


n 


(9) 


NIT 


= sin—B 


D, n° 
Il est aisé de voir qu'en y faisant À = 2, on retrouve les équations (9) 
du paragraphe précédent. 

L'équation (8) devient alors: 


2 RN b oT T NT 
Z — Ÿ B, sin — cos (so — t —pt—- ) : 
2 4 À 


po 4 
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Si nous posons alors comme dans le paragraphe précédent: 


f(v) — Y B, sin 


fonction proportionnelle à la racine carrée de l'intensité du faisceau in- 
cident, nous aurons à calculer les fonctions 


"nz. no 
d, (wo) = ND: cos— Sin — ; 


et l'intensité de la lumière transmise soit directement, soit par réflexion, 
soit par diffraction sera proportionnelle à: 


gio) + io). 


Remarquons d'abord que la fonction f(w) est périodique de période 2Ar, 
qu'elle change de signe avec w, et qu'elle est égale à o quand w varie 
de o à a ou de ß à Az; et égale à 1 quand @ varie de a à f. La 
fonction f(w) et par conséquent les coefficients 5 
terminés. Considérons alors la fonction suivante z(z) de la variable 


sont entiérement dé- 


n 


imaginaire 2; soit: 


UE Dp 


La fonction z(z) est évidemment égale à: 








On vérifie en effet que la partie imaginaire de 


D 


N 


ne) 


est bien égale à f(w); je désignerai par f,(@) la partie réelle qui est 
évidemment égale à 


. €0—a . o+a 
sin — .Sin 
24 


— 2 24 "nea 

0) = log = =) B cos —. 

h(o) z 2° oe—8 . wo+f > due 
3 .sin iz 

2A 2) 
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Il vient ensuite: 





29, (o) =) B, sin“? * z) +). B, sine — — f(o +7) + f(w — 7) 
ce qui montre que le terme d,(®) correspond encore aux faisceaux direct 
et réfléchi à savoir le terme flo + 7) au faisceau direct et le terme 
f(o — z) au faisceau réfléchi. Quant au terme d,(o) il représentera 
comme dans le paragraphe précédent les faisceaux diffractés; étudions le 
de plus prés. 

Il vient: 








2d,(w) =) B, De 2) +> 5 costo a de fo — z) — fo + 




















À À 
ou: 
Mo br CRÉOLE TUE oa—n—ß o—r+Pß| 
sin . Sin . sin ‚sin | 
2A 2 21 24 
(10) di(o) = zlog : = 
2 27 tnt er o—T+4 ü o+n—ß ; e 4 zx j| 
sin „sin . Si .8 
2 2À 5 2A nl 2À us 2À 


On retrouverait la formule du pa ragraphe précédent en faisant À — 2. 
Si nous supposons que la différence A — a soit infiniment petite, cette 
formule se simplifie un peu et on voit que d,(w) est égal à un facteur 
constant pres à: 

I I 


1t : 
( ) TG S Te: o—mt—eZ .o^-n-c4d4. o—z4a 
sin sin —— sin —— sin —- 


2À 24 24 2À 














Je ferai observer que les expressions (10) et (11) sannulent pour = O 

et pour w = Ar, c'est à dire sur le bord de lécran; c’est le résultat 

auquel nous étions déjà parvenus dans le paragraphe précédent. 
L'expression peut d'ailleurs s'écrire au facteur constant 2 prés: 


I I 


—& aus ine rbd 
S4 — COS 
À À À 











Sous cette forme on voit aisément que les seules valeurs de @ pour 
lesquelles cette expression puisse sannuler sont: 


D ch e Ac: 
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Passons maintenant au cas ou la lumiere est polarisee perpendiculaire- 
ment au plan de diffraction; on doit alors avoir: 


dy 


= O 
dw 


pour w = O et pour w = Az; il en résulte que 7 sera de la forme: 


= 2144. (40) cos = 





la partie de 7 qui correspond au faisceau incident, sera si o est assez grand: 
(f ; e 5 


Er We 2 x / D^. am 3 10 
(7) NES » = i. gus (20 4 23 nt) ep 


et l'équation des faisceaux qui séloignent de l'écran sera: 





2 








= Y B, cos 7 "cos (a ap —=— pt"). 


ip — 4 


Si alors nous posons, comme plus haut: 
ue 
DR: cos — 


NT no N 
d,(®) =) B,cos— > cos, d,(®) = D, sin Gos 3 


la racine carrée de l'intensité de la lumière sera proportionnelle à 
f(w) pour le faisceau incident, 
(©) pour les faisceaux direct et réfléchi, 
d,(æ) pour les faisceaux diffractes. 


On trouve d'ailleurs: : 





24, (w) PE: cos“ Cun + P D, cos Zee =fo+m)+ft 7) 





ce qui montre que les propriétés des faisceaux direct et réfléchi sont les 
mêmes que dans le cas précédent. 
Reste à étudier d,(w). 


C 
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Si nous posons comme plus haut: 


(2) = DD 


il viendra: 





tw 


car pour z= e? la partie réelle de (2) doit étre égale à f(w), c'est a 
dire à + 1 pour » compris entre a et B ou entre — pg et — a, et à Oo 
pour toutes les autres valeurs de « depuis — Az, jusqu'a + Az. 

On aura alors: 


gle) = f(o) + if,(@) 
en posant 


D OP) 
. Sin | 




















1 TT, 2à | A 
2 2^ . i@ 
flo) = = log j RD Pen 
7 Oe + 4 — À 
sin = .sın = 
2À 2À 
D'autre part: 
B quA SEE = . n(w— z) 
26,(0) — Y. B, sin * n@+7) w^ p up" CD 2 fo + À — fo — z) 
* — (3 


d'ou enfin: 




















; sin j sin 2 si 2 s 2j 
h (w) = log mee n. Ie ELI. 
27 _ oft a . o—zx—B.. rt . e—zt4 
sin = . SIN = . SIL — LIL = 
2) 2À 2À 2) 
En faisant À — 2 on retrouve la formule du paragra phe précédent; si 


nous supposons f — a trés petit, cette formule se simplifie un peu et 
lon trouve que dies est égal à un facteur constant prés à: 
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Les circonstances de la polarisation dépendent alors de la valeur du 


rapport: 
€ — 4 ota 
pac cos i i 
(€) —4 © + a z| 
+ eos - — — 2 COS — 


à 

















Ce rapport s'annule pour w = o et pour w = Ar; il est plus petit que 
I pour o 2 «a 4 z cest à dire dans le cas de la diffraction intérieure; 
grand que I pour @ compris entre z—a et z+ a cest a 
dire dans le cas de la diffraction extérieure. 


il est plus 


Les résultats sont donc absolument les mémes que ceux du para- 
graphe précédent; nous rendrons compte des lois les plus importantes de 
la diffraction, mais il y a quelques circonstances que nous ne pouvons 
encore expliquer; c'est done seulement dans les paragraphes suivants que 
nous pouvons espérer en trouver la clef. 


v. 


Nous aurons maintenant à tenir compte de ce fait que l'écran n'est 
pas formé d'un conducteur parfait, mais d'un métal et que la force 
électrique n'est par conséquent pas rigoureusement normale à la surface 
de cet écran. 

Supposons d'abord que la lumière soit polarisée dans le plan de 
diffraction et voyons quelles sont les équations auxquelles nous devrons 


satisfaire. 
Dans l'air, c'est à dire de © — o à © = dz, nous aurons: 
d^Z I dZ I d?Z "2 
(1) ee fea) 
dp’ p dp p^ dw 


Pour pouvoir appliquer les formules de la réflexion métallique, nous 
emploierons la méthode des exponentielles imaginaires. Par hypothèse, 


la lumiére étant homogéne Z sera de la forme: 


Z, cos pl + Z, sin pt 


e 
bo 
-1 


Sur la polarisation par diffraction. 


ce sera done la partie réelle de 


(Zan )e% 


0 
Cette quantité complexe satisfait aux mêmes équations que Z. Crest 


elle que nous appellerons Z, quitte à ne conserver à la fin du calcul 
que la partie réelle. 





Dans le métal c'est à dire de w = Az à w = 27, on aura: 
d’Z 1 dZ 1 d’Z 5 ” 
(2) dp? EG p^ dw” + P Aero 


B étant une constante complexe. 
5 dZ : A ; 
D'autre part Z et + doivent étre continues quand on passe du 
do 


métal à l'air et réciproquement, c'est à dire que les valeurs de ces deux 
quantités pour @ = Ar — + doivent trés peu différer des valeurs de ces 
deux quantités pour «e = Az + € et que leurs valeurs pour w = 2z—€ 
doivent trés peu différer de leurs valeurs pour « = + e. 

Tel est le résultat auquel conduisent toutes les théories de la ré- 
flexion métallique que nous n'avons pas à discuter ici. Le probléme 
aussi posé est trés compliqué, mais une circonstance permet de le simp- 
lifier; c’est que la lumière est éteinte à une profondeur excessivement 
faible au dessous de la surface du métal. Tl en résulte que dans l'in- 
térieur du métal, Z doit être représentée par une somme d'exponentielles 
ou l'xposant est la distance du point considéré à la surface du métal, 
multipliée par un coefficient trés grand et négatif. Pour mieux nous en 
rendre compte, rappelons ce qui se passe dans le cas simple et bien 
connu de la réflexion d'une onde plane sur une surface métallique plane. 
Il convient pour cela de revenir aux coordonnées rectangulaires, en prenant 
par exemple la surface du métal comme plan des yz, et le plan de po- 
larisation coincidant avec le plan d’ineidence comme plan des zy. Nos 
équations déviennent alors: 

2r 27 
- He --.a?Z — o dans l'air 


a] V da 2 ; 
PEU dy + #Z=o dans le mé tal, 


Lr 


x ; ; dZ x 4 
et à la surface de séparation Bret 1 devront être continues. 
ax 
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Soit ç l'angle d'incidence; il viendra: 





dL " 
—, = —asneZ 
dy 2 
d'ou: 
d’Z . 
; + a’ cos’ ¢Z = © , dans air, 
da 
d*Z 


+ (8 — a*sin*e)Z — 0 dans le métal. 


dx” 
Si done nous faisons pour abreger: 


2 N2 


a! sin’ p — f? — à 


hy 


en choisissant le signe de 2 de telle facon que la partie réelle de 9 soit 
positive, nous devrons avoir dans le métal: 


Z — fine + Re 


comme la lumière doit s’eteindre dés que # a une valeur positive sen- 
sible (en supposant par exemple que le métal soit du cóté des x positifs 
et l'air du côté des x négatifs) la premiere fonction de y, f(y) doit être 
nulle et il restera: 


Ze (y) Cmm 


az ul 
(3) == 02. 


= 


dZ : A : \ 
Comme Z et |, sont continues, cette méme relation (3) devra être encore 
aa 


vraie dans l'air dans le voisinage du plan de séparation «=o. Telle 
est la condition aux limites à laquelle nous avons à satisfaire. 

Pour un métal parfaitement conducteur, # et par conséquent 2 sont 
trés grands et la relation (3) se réduit à Z — o, c'est à dire à la relation 
que nous avons admise dans le $ IIT. 

Passons maintenant au cas ou le plan de polarisation est perpendi- 
culaire au plan d'incidence et où par conséquent la force magnétique 7 


est parallele à l'axe des z; nous retrouvons alors les deux équations: 


d'y, d'y UY 
T Bis 2 ae ary A0: da? IE 142 ZI P dO 


dy 


‘ 
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You nous pourrons déduire encore que l'on a dans le métal 


Pen pex 
et 

dy : 

LE = — or. 


Seulement ici les conditions aux limites ne sont plus les mêmes; 7 doit 


" : ted s i d à Im 
être continu, mais il n'est pas de méme de “T. si l'on considère deux 


dz’ 
points trés voisins de la surface de séparation et de part et d’autre de 


d : 4 
cette surface, les valeurs de = en ces deux points, dans l'air et dans 


le métal seront entre elles comme a? est a f^. Nous aurons donc dans 
l'air et dans le voisinage du plan x = o: 


dy ao 


(4) PS 


Si le métal est parfaitement conducteur et f trés-grand, cette condition se 
réduit à 





dy dy 
dez © 1 dn — 8 


qui est celle que nous avons adoptée au $ III. 

Ces formules sont celles de la réflexion métallique; toutes les théories 
de cette réflexion, entre lesquelles nous n'avons pas à choisir, conduisent 
à des équations qui n'en différent que par quelques termes trés petits que 
nous pouvons négliger. Mais nous allons faire de ces formules un usage 
différent de celui qu'on en fait d'ordinaire. On s'en sert en effet pour 
comparer le rayon réfléchi au rayon incident. Soit par exemple, en 
supposant le rayon polarisé dans le plan d'incidence, 


(5) Z = partie réelle de 46£«*»* «coser t»0 
l'équation du rayon incident et 
(6) Z= partie réelle de pe'«tiesrtecsez tob 


celle du rayon réfléchi. Le rapport 4 est une quantité imaginaire dont 
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le carré du module représente le pouvoir réflecteur et dont l'argument 
représente la différence de phase entre le rayon réfléchi et le rayon in- 
cident. En substituant dans l'équation (3) et remarquant que la valeur 
totale de Z dans l'air doit étre la somme des deux expressions (5) et (6) 
nous trouvons: 


(7) i(A — B)a cose = o(A + D). 


En faisant le méme calcul dans le cas ou le rayon est polarisé perpen- 
diculairement au plan d'incidence, c'est à dire en faisant la substitution 
non plus dans l'équation (3), mais dans l'équation (4) nous trouvons: 


(8) i(A — B)8* cose = da(A + D). 


On se sert ordinairement des équations (7) et (8) pour calculer le rapport 


3; nous allons au contraire nous en servir pour étudier le rapport 
A+B 
SUE MR TIN: 


L'étude de 7 nous fera ainsi connaitre le rapport des amplitudes de la 
vibration totale en un point du plan des yz, et de la vibration partielle 
que l'on aurait en ce méme point si le rayon incident existait seul; elle 
nous fera connaitre également la différence de phase de ces deux vibra- 
tions; en d'autres termes elle nous renseignera sur les circonstances de 
l'interférence du rayon réfléchi avec le rayon incident. 

Dans le cas extréme des métaux parfaitement conducteurs auxquels 
nous nous étions restreints dans les deux paragraphes précédents, f est 
infiniment grand et les deux équations (7) et (8) se réduisent respective- 
ment à 


A+ B=o0, A— B=o0. 


On a alors dans les deux cas 


ral © 


ce qui veut dire que si le rayon incident est naturel, il en sera de méme 
du rayon réfléchi. 
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Au contraire on a: 





PAESE : 
ae o dans le premier cas 
et 
| A B 
| T = 2 dans le second cas 


de sorte que si l'on fait interférer les deux rayons et que l'on étudie la 
vibration dans le plan des yz lui-même, le rayon résultant de cette inter- 
férence sera complétement polarisé. ; 

M. Fizeav, dans le mémoire que nous avons cité plus haut, a déjà 
fait remarquer que deux rayons naturels peuvent par leur interférence 
produire un rayon polarisé, et c'est ainsi qu'il expliquait les phénoménes 
quil avait découverts et qui ont, comme nous l'avons dit, les plus grands 
rapports avec ceux dont nous nous occupons, 

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons vu que dans le 
voisinage immédiat de la surface métallique la polarisation est complete; 
^et cela tient, comme on pourra s'en assurer en revoyant le calcul, à ce 
que nous avons supposé que sur cette surface méme la valeur totale de 
Z est nulle. Cette valeur totale est égale à A + B dans le cas simple 
que nous venons de traiter et qui est celui de la réflexion d'une onde 
plane. On voit ainsi une analogie qui pourrait échapper au lecteur in- 
attentif, mais qui n'en est pas moins profonde entre l'analyse des deux 
paragraphes précédents et l'explication de M. FIZEAU, fondée sur ce fait 
que linterférence des deux rayons produit une polarisation beaucoup 
plus compléte que la simple réflexion. 

levenons au cas des métaux ordinaires à pouvoir réflecteur con- 
siderable pour lesquels f est trés grand, sans étre infini. Appelons 7 et 


SATB. : ; : ; 
7 les valeurs du rapport —7— tirées respectivement des équations (7) 


A 
et (8). Il viendra: 


17 COS 23. N 
214 COS @ P 214 cos € 


Na 83 
14 COS C 0 E L 

? jk 14 COS € + — 

B 
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L'intensité de la polarisation, c'est à dire le rapport des intensités des 
deux composantes principales, est mesurée par le rapport 


'2 


[s 


I 
| 
a 





S 


1 


Ce rapport sous une incidence voisine de l'incidence rasante peut devenir 
égal à Es c'est à dire plus grand que la 4° puissance du coefficient 
d'absorption. 

Ajoutons que l'argument de 7 varie plus rapidement avec e que 
celui de z'; et rappelons que cet argument de y représente la différence 
de phase entre la vibration résultant de l'interférence des rayons incident 
et réfléchi et la vibration incidente. 

Dans les expériences de M. Gouy, on se trouve placé dans des con- 
ditions bien différentes puisque non-seulement l'onde incidente n'est pas 
plane, mais que la surface réfléchissante qui est celle du tranchant, loin 
d'étre plane à un rayon de courbure trés petit. 

On concoit néanmoins que les choses doivent se passer à peu prés 
de méme. En effet ce qu'il y a d'essentiel dans notre raisonnement sub- 


> 


2 : : : UMORE 6 dZ 
siste. Si la force électrique Z est parallèle à l'axe des z, Z et — sont 


dn 
- x dZ near DER ENS 
continus (j'appelle an Comme je lai expliqué à la fin du $ I la dérivée 


de Z estimée suivant la normale à la surface réfléchissante) Mais 
comme la lumière doit s'éteindre trés rapidement dans l'intérieur du 
dZ 
dn 
conséquent dans l'air; par conséquent Z est tres petit. 

Si au contraire c'est la force magnétique 7 qui est parallèle à l'axe 





métal, le rapport de à Z doit étre trés grand, dans le métal et par 


4 d 
ne l'est plus. La valeur de T dans 


: "ur 
des z, 7 est encore continu, mais 77" in 
€ 


dn 

: : d : : DE 

l'air est à celle de z dans le métal comme &^ est a 8°. Le rapport de 
an 

dy 

dn 

que f; mais dans l'air ce rapport est au contraire tres petit et du même 


a RN . . . CP 
ordre de grandeur que 3 (quantité qui est petite si on prend une unité 
/ 


à y est encore trés grand dans le métal et du méme ordre de grandeur 
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de longueur comparable à la longueur d'onde) et par conséquent 3, est 
très petit. 

Je me contenterai de cet aperçu et ne tenterai pas d'évaluation 
numérique. Je me bornerai à dire que l'on doit se rapprocher des con- 
ditions de l'incidente rasante. 

Comment maintenant vont varier dans les deux cas Z et 7 à une 
distancé finie de la surface métallique. C'est ce que va nous apprendre, 
l'application du principe de Huvenens sous la forme que lui a donnée 
KIRCHHOFF. 

Soit S la surface de l'écran, S' celle d'un cylindre de révolution 
ayant pour axe laxe des z et un rayon trés grand. Soit dw’ un élément 
quelconque d'une de ces deux surfaces, q',y',Z les coordonnées du centre 
de gravité de cet élément. Soit s,9,2 un point intérieur au volume 
linité par les deux surfaces S et S' et situé par conséquent dans l'air. 
Soit r la distance des deux points æ,y,2 et q',y,4. Soit: 


—iar 
€ 





GR 


T 


Nous avons vu qu'en supposant la lumière homogene la force électrique 
sera de la forme 


Z, cos pt + Z, sin pt = partie réelle (Z, — iZ,)e™. 
Nous poserons: 


ENTRE ENS 


de sorte que ce que nous désignerons par la lettre Z ce sera non pas la 
force électrique elle-même, mais une exponentielle imaginaire dont cette 
force électrique sera la partie réelle. 

De méme dans le cas où la force magnétique est parallèle à l'axe 
des z, cette force est la partie réelle d'une exponentielle de la forme 


(7, — ine 
et nous poserons: 


(= (7a = iy, er. 


Nous conserverons les lettres Z et 7 sans accent pour représenter les 
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valeurs de ces fonctions au point x ,7,z2, et nous désignerons par Z et 
; les valeurs de ces fonctions au point x’, y',z. Les notations 


dp niin dj | 
dn’ dn ? dn 


représenteront les dérivées de c, Z et ;' éstimées suivant la normale 


à l'élément do'. 
Le principe de HuyGHEexs-KiRCHHOFF nous donne alors: 


dZ de, : 
AT ={(¢ Ae Lm Z or, 


oué farine ‘Ve ; 
277; = | (Tr dep”. 


(9) 





Les intégrales doivent être étendues aux deux surfaces S et S’. 

On voit aisément: 

1° que l'intégrale prise le long de S’ ne dépend que du faisceau 
incident, et nullement des divers faisceaux divergents, ni par conséquent 
de la forme et de la nature de l'écran. 

2? que l'intégrale prise le long des portions de l'écran qui ne sont 
pas trés voisines du tranchant est négligeable. 

Tout dépend donc de la valeur de l'intégrale prise le long des 
portions de S trés voisines du tranchant. 

Observons que a, avec nos unités habituelles de longueur est trés 
grand de sorte que l'exponentielle e^" qui entre en facteur dans ¢ varie 
trés rapidement. 


La quantité sous le signe 75 est donc de la forme 


om iar "5 
2 


F étant une fonction de x,y et z qui varie beaucoup moins rapidement 
que cette exponentielle. Nous pouvons adopter pour définir la position 
du point z', y', z sur la surface S tel système de coordonnées que nous 
voulons; nous prendrons par exemple la distance r de ce point au point 
x,y,z et la différence 


C9 
co 
Or 
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et nous aurons: 
do’ = Mdrdé, 


M étant une fonction de r et de C qui n'est pas trés grande non plus 
que ses dérivées. L'intégration par parties nous donne alors 


I 


fe Fao’ = ‘i € FMdrde = — fe Puac 


APM 
A I ee TT dye. 
ic dr 


La présence de « au dénominateur nous montre quelle est la condition 
1 

pour que notre intégrale ne soit pas négligeable. C'est que F soit trés 

grand de l'ordre de a. 





: ; 1 
Or ¢ est fini, tandis que = est de l’ordre de 4. Le rapport de 
“ies ee 
= à Z est de l'ordre de #. Le rapport des deux termes 
dA , dq 
dn et Man 


?, 3 . . , , x 
est donc de l’ordre de ^. Si le pouvoir réflecteur du metal est trés grand, 
a 4 


j \ : ER 
ce rapport P est trés grand et tout se passe comme si Z' était nul. 
Œ 7 


dr, a 
D’autre part le rapport de = à 7’ est de l'ordre de 5 Le rapport 
an k 
des deux termes 
lj 
TCU RERUMS I 
du dn 


, a \ . \ . . > \ , 
est done de lordre de 3 c'est à dire trés petit si le métal est très ré- 
| 
fléchissant. 
Ainsi tout se passera à peu pres comme si l'on avait 


7 


dy /— 





dn 


Or c'est la l'hypothése que nous avons faite dans les S$ III et IV. Nous 
avons le droit d'en conclure que la polarisation sera dans le méme sens 
que dans le cas oir nous nous étions placés dans ces deux paragraphes. 
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L’apercu qui précède est beaucoup trop grossier pour me permettre 
une comparaison numérique même approchée. Toutefois il semble que 
la polarisation observée est notablement plus forte que celle à laquelle 
conduiraient les valeurs de f ordinairement adoptées, bien que, la phase 
de Z variant plus rapidement que celle de 7’ d'un point à l'autre du 
tranchant, on puisse supposer que les différents termes de l'intégrale 


din 


| g 1e quy 


se détruisent par une sorte d'interférence, ce qui expliquerait au moins 
en partie l'intensité de la polarisation. Au surplus notre analyse est 
beaucoup trop imparfaite pour que de cette divergence on ait le droit 
de rien conclure contre les hypothèses d’où nous sommes partis, et qui 
sont généralement admises. Quoi quil en soit, on voit que nous nous 
rapprocherons d'autant plus des conditions des deux paragraphes précé- 
dents que le pouvoir réflecteur du métal sera plus considérable. La 
polarisation sera done plus marquée pour les couleurs pour lesquelles 
ce pouvoir réflecteur est le plus grand, c'est à dire pour les couleurs 
qu'affecte la lumiére réfléchie par ce métal. C'est sans doute pour cette 
raison que dans la composante la plus forte celle qui est polarisée per- 
pendiculairement au plan de diffraction ce sont ces couleurs qui domi- 
nent. Il semble au contraire que dans la composante la plus faible, 


; : 3 : 
les couleurs complémentaires (pour lesquelles P est moins grand et pour 
[// 


lesquelles par conséquent la polarisation devrait être moins complète) 
devraient dominer à leur tour. Ce n'est pas tout à fait ce qui a été 
observé puisque cette composante parait blanche. Peut être une cause 
secondaire vient-elle neutraliser cette coloration complémentaire de la 
composante faible et accentuer au cont raire la coloration de la composante 
forte, c'est que les rayons qui dominent dans cette seconde composante 
sont en général de grande longueur d'onde et par conséquent plus 
diffrangibles que les autres. Tout cela n'est encore qu'un aperçu bien 
insuffisant et bien des détails restent inexpliqués. 
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VE: 


Je me propose maintenant de tenir compte de ce fait que le tranchant 
du biseau n'est pas parfait, de telle facon que la surface S de l'écran 
se compose de deux faces planes raccordées par une sorte de cylindre 
de rayon trés petit. 

Si nous supposons de nouveau f infini et le métal parfaitement con- 
ducteur, de facon à me pas accumuler toutes les difficultés à la fois, 
nous devrons avoir le long de la surface S 


i 
VER 
dn 


de sorte que les équations de HuyGuens-Kircuuorr se réduiront a: 





DER 

(10) ATZ = | gm da", 
de a, 

(er) — ATY = re. 


En effet les intégrales des équations (9) du paragraphe precedent doivent 
être prises le long des surfaces S et S'. Le long de la surface S’ elles 
sont, ainsi que nous l'avons vu, les mêmes que sil n'y avait pas d'écran. 
Elles sont donc nulles, sauf à lintérieur du faisceau directement transmis, 
et en dehors duquel nous nous supposerons placés. Le long de 5, les 


d ; : ^ 
termes en Z' et en d sont nuls. Les équations (9) peuvent done être 


remplacées par les équations (10) et (11). 
Soit alors & l'angle que fait la normale à la surface S avec le 
rayon vecteur qui joint le point @,y,2 au point z', y', z', il viendra: 


Si le point a’, y', z' est voisin du tranchant mais situé cependant sur les 
faces planes du biseau, et si le point x ,y,z est voisin de la surface S, 
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c'est à dire si la déviation est grande et dirigée vers l’intérieur de l'ombre 
géométrique; l'angle 4 differera peu de 90° et cosd sera petit. Donc 


do . r . . , 
7, sera petit. Il en résulte que les parties de l'intéerale du 2° membre 
GT > 


de (11) qui auront le plus d'influence sur la valeur de ;, seront celles 
qui appartiennent à la portion cylindrique du tranchant. Il n'en sera 


pas de méme pour l'intégrale du 2° membre de (10). 


Peut-être peut-on s'expliquer de cette manière que la composante la 
plus forte et la plus colorée, soit plus affectée que l'autre par les irré- 
gularites que ce tranchant peut présenter. 


Mais le fait que le tranchant est plus ou moins arrondi peut avoir 
encore une autre influence dont nous nous rendrons grossiérement compte 
de la facon suivante: 

heprésentons nous la surface de l'écran comme prismatique et formée 
par exemple par les deux faces du biseau AB et CD et par une trés- 
petite face plane BC faisant des angles égaux avec AB et CD. 

Si la largeur de la face BC était nulle, nous retomberions sur le 
cas du $ IV et la polarisation qui serait présque complète pour de 
grandes déviations, serait moins grande pour les déviations médiocres que 
ne l'indique l'observation. 

Si la largeur de la face BC était trés grande par rapport à la 
longueur d'onde on devrait se considérer comme étant en présence d'un 
biseau trés ouvert BCD et on pourrait encore appliquer les formules du 
$ IV. La polarisation serait complète quand le rayon diffracté serait 
parallèle à BC c'est à dire pour une déviation relativement faible, et 
pour des déviations plus grandes, il n'y aurait plus du tout de lumiére 
diffractée. 

Si la largeur de la face BC est petite sans étre nulle, (ce qui se 
rapproche du cas qui est effectivement réalisé) on trouverait sans doute 
des résultats intermédiaires; est ce pour cette raison qu'on observe pour 
des déviations médiocres, moins de lumière et une polarisation plus in- 
tense que ne l'indiqueraient les formules du $ IV? Ce qui tendrait à 
le faire croire, c'est que la polarisation croit d'autant plus vite avec la 
déviation que le tranchant du biseau est plus arrondi. 

Nous avons dit plus haut que d’après l'observation la lumicre 


4 


diffractée est maximum à déviation égale quand le rayon incident et le 
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rayon diffracté font des angles égaux avec l'écran. L’explication doit 
probablement, comme le fait trés bien observer M. Govr, être cherchée 
aussi dans la courbure du tranchant. 

Les paragraphes V et VI où le probléme abordé est beaucoup plus 
complexe que celui qui a été traité dans les paragraphes III et IV ne 
contiennent que des aperçus qui peuvent grossierement nous faire prévoir 
le sens de certains phénoménes, mais qui sont dénués de toute précision. 
Une analyse plus rigoureuse serait done nécessaire. Ce sera l'objet de 
la seconde partie de ce travail. 
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SUR LA GÉNÉRATION DE SYSTÈMES RÉCURRENTS 


AU MOYEN D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE DIFFÉRENTIELLE 


PAR 


S. PINCHERLE 


à BOLOGNE. 


Le présent mémoire a pour objet principal la détermination du dé- 
veloppement d'une fonction donnée en série ordonnée suivant les fonctions 
d'un systéme récurrent dont on connait l'échelle de relation; mais pour 
arriver à ce résultat, je dois toucher à plusieurs autres questions, dont 
j'essaie de donner une idée dans le résumé qui suit. 

Supposons donnée une équation linéaire récurrente entre p +1 
quantités qui dépendent d'un indice m; les coefficients de cette équation 
soient des polynómes entiers en n, du degré m. Une solution quelconque 
de cette équation aura pour fonction génératrice (au sens de LaArraCE) 
une intégrale d'une équation différentielle linéaire d'ordre m, dont le 
second membre sera, en général, un polynôme entier contenant m con- 
stantes arbitraires. A chaque détermination de ces constantes correspond 
une solution particuliére de l'équation récurrente. En. particulier, il 
existe une détermination spéciale des constantes, pour laquelle le système 
récurrent admet une série génératrice convergente dans- un cercle qui est 
le plus grand possible: j'appelle ce système l'intégrale distinguée de l'équa- 
tion récurrente, et par une méthode fondée sur lo transformation que 
j'appelle de Here, je détermine cette intégrale distinguée. A côté de 
l'équation récurrente donnée il s'en présente une seconde que j'appelle 
inverse de la premiere, et dont les intégrales ont, avec celles de l'équa- 
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tion donnée, des relations remarquables. Supposons maintenant que, dans 
les coefficients de l'équation récurrente, il entre un paramètre x au 
premier degré; les intégrales de cette équation, ainsi que celles de son 
inverse, seront des fonctions de ce paramètre, et lon demande sil est 
possible, en général, de développer une fonction analytique donnée en 
série ordonnée selon les fonctions de ce systeme. On peut répondre 
affirmativement à cette demande; de plus, on arrive aisément à former 
les coefficients du développement en question et à en donner les conditions 
de convergence, au moyen de l'intégrale distinguée de l'équation inverse. 

Je me permets d'insister sur l'importance que me semble présenter 
le concept d'intégrale distinguée d'une équation linéaire aux différences. 
Ce concept n'est autre, en effet, que la généralisation de celui de la 
fraction continue; car si l'on considère léquation récurrente du second 
ordre 

Dixi = 0,ap. À VutiPa 1 


et si p,,p, sont les deux intégrales particulieres distinctes pour lesquelles 
Noel UD S039. 119 Ep U- Co 3 
l'intégrale générale a la forme 
D. = Ap, + pps 


or, si lon détermine À et y en sorte que la série Zp,æ" converge dans 
le cercle le plus grand possible, p, est l'intégrale distinguée de l'équation 
récurrente, et en méme temps le rapport — :A des constantes corres- 
pondantes est précisément la valeur de la fraction continue dont la réduite 
ne? est 2". Le développement que j'obtiens dans ce mémoire peut done 
Pn 

étre regardé comme la généralisation du développement d'une fonction 
donnée en série ordonnée suivant les dénominateurs des réduites d'une 
fraction continue algébrique donnée; développement qu'a donné Heınz,' 
sans toutefois en faire connaitre les conditions de convergence. 

Pour lhistorique de la question. que je traite dans ce travail, je 
dois ajouter que c'est M. Poincare qui, le premier, a reconnu les diffe- 





Handbuch der Kugelfunctionen, Zweite Auflage, Bd. I, p. 293. 


Sur la génération de systèmes récurrents. 343 


rentes manières d'aller à l'infini des intégrales d'une équation aux diffé- 
rences dont les coefficients sont des polynómes en n,? et c'est son travail 
qui m'a suggéré l'idée d'entreprendre la recherche de l'intégrale distinguée, 


que cet auteur doit sans doute avoir entrevue. 





Equation linéaire aux différences finies. 


1. Je prends comme pru de départ une équation différentielle 
linéaire d'ordre m, à coefficients polynómes et de la forme: 


x M GU " 
(1) ) (+ a" +... a,,)t zr est i" R(t), 
k=0 





où r et y sont des nombres entiers positifs et où R(t) est un polynôme 
entier de degré r — r. Pour abréger, j'indiquerai par A l'opération 
exécutée sur U dans le premier membre, en sorte que l'équation (1) 


pourra s'écrire 
AU Ente: 


Je suppose les coefficients a,„ et a,,„ essentiellement différents de zéro. 
En méme temps, je considére l'équation aux différences finies ou 
équation récurrente d'ordre r 


(2) (RD. -E- 0 -A( EL s tr. 4a, (") p, —0, 
ou l'on a posé 
a,(n) = ay» (n +. + ai a (n + Bua + eee aO +h), + os 
avec 
et 
(n), = n(n — 1)(n — 2)... (n — k + 1), 


et j'appelle l'équation (1) équation génératrice de l'équation (2). 





* Sur les équations linéaires aux différentielles ete. American Journal of 
Mathematics, Vol. 7, p. 46. 
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2. En donnant des valeurs arbitraires à r consécutives des quantités 
p,; par exemple à 


D, , Puti PLA 9 Datr—19 


on détermine, au moyen de l'équation (2), le système de ces quantités 
depuis p,,, jusqu'à l'infini, en supposant, comme nous le ferons désormais, 
que l'équation 


(3) a, (00)! — 10 


n'ait pas de racines entieres. Chaque système récurrent p, ainsi déterminé 
sera une intégrale partieuliére de l'équation (2), et au moyen de r inté- 
grales particuliéres 

Dian » Pon DICA LIT) Prn 


telles que le déterminant 
> ate Pip P2 uaa apis qe Dr. r— 


soit différent de zéro, toute autre intégrale pourra s'exprimer par la 
formule 


Pn = ıPı.n E Ay Pa. aE p'Q © + Amos 


où les quantités 4, , 4. ..., A, sont indépendantes de l'indice ». 


3. Indiquons par U la série 


Ude) My" 


n=" 


et par U’, U”,..., U™,... ses dérivées. Selon une locution trés employée 
jadis en analyse, notamment par LAPLACE, cette série pourra s'appeler 
la fonction génératrice du système p,. 

En multipliant le polynôme a,(n) par p, ,,t"*" et en sommant depuis 
n = p jusqu'à l'infini, on obtient l'expression 


Amt" pu == EN gm. Ur n e REP sis jo U 


— {a,(u— h)p, + aa — h 4- 1)p, at +... + a (p — 1) p, a aU ir. 


Si done on multiplie l'équation. (2) par /"*', et si l'on somme ensuite 
* 
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depuis l'ndice y jusqu'à l'infini; on obtient en appliquant, l'expression 
précédente et en ordonnant convenablement: 


(4) Da Hs ati. op al) tu 


k=0 


— BE Eau — hp, + au — bay +... + asp Mm) 


h=1 


Nous obtenons ainsi une équation de la forme (1), ce qui justifie le nom 
que nous lui avons donné de génératrice de l'équation (2), puisque toute 
intégrale de l'équation (2) a pour fonction génératrice une intégrale de 
(1); et l'on voit que, réciproquement, toute intégrale de cette derniére 
équation développable en série de puissances de /, est la fonction généra- 
trice d'une intégrale de (2). 

Le second membre de l'équation (4) dépend linéairement des in- 
déterminées p,, Pur» ===» P,,, 13 Son degré d'indétermination est done le 
méme que celui du système p,. On peut d'ailleurs voir que si l'on se 
donne le second membre de l'équation (1) sous la forme 


Rt) = dE ENT +... +0, 


et que l'on identifie cette équation avec la (4), on a 


(5) b, = a,(p — h)p, + Wale — hp, +... + (p — Mrs 


(A21,2,3, ...,r) 


d'où l'on peut déduire sans ambiguite les valeurs de p,,p,41:..., Pis, 1e 
En effet, le déterminant du systéme (5) n'est autre que 


a,(p — 1)a.(p — 2)... a,(p — r), 


lequel n'est pas nul, d’après l'hypothèse que l'équation n'a pas de 
p , 1 I 
racines entières. 


4. Considérons maintenant l'équation linéaire sans second membre 


(6) AUI —c9 
dont les points singuliers sont, outre / — o et # — co, les racines de 
l'équation 
—1 = 
(7) Oo m i AE Ay mt + Am v = e + Cm — O, 
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racines que jindiquerai par a, ,%,,...,%,, en supposant 


Ii Sul Sls. <a, 





L'équation déterminante de (6) par rapport au point singulier / — o est 
a,(p RT r) Fines 


or, cette équation n'ayant pas de racines entières, il s'ensuit que: l'équa- 
tion sans second membre (6) n'admet pas d'intégrale' développable en 
série de puissances entières de la variable dans un domaine du point 
( — o. Par conséquent, l'équation à second membre (1) aura une seule 
intégrale particulière développable en une série de cette forme 


U = Xp,t" 


dans le domaine du point / — o, dont le rayon de convergence sera 
; à | Ue 6 

l'un des modules |4,|,/a,|,...,|a,|, et en général le plus petit. On 
a donc, suivant une notation souvent employée: 


I 


ae) 
1 n | a; |" 
et méme 
= Pn+1 I 
hn 22 
n= Pn di 


où l’on doit supposer en général à — 1. Il peut cependant se faire que 
par un choix convenable des arbitraires p,, Paris +++) Pis a (ou par un 
choix convenable de f(t), ce qui revient au méme) on puisse avoir 
i1 et méme i-— r.- Lorsque ce dernier cas se présente, la série 
2 pU est convergente dans le cercle le plus grand possible et je dis 
alors que le système p, correspondant est l'intégrale distinguée de l'équa- 
tion (2). Nous verrons bientót comment on peut démontrer l'existence 
de cette intégrale et la déterminer. 


La transformation de Heine. 


5. Avant d'aller plus loin, il nous faut étudier une opération 
fonctionnelle sous forme d'intégrale définie, qui nous sera trés utile par 
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la suite. Soit f(t) une fonction analytique, apte a l'intégration le long 
d'une ligne c. Je dis que l'on opére sur cette fonction la transformation 
de Herve’ lorsqu'on en déduit une nouvelle fonction ¢(w) par la position 


t)dt 
(8) y(u) = — 
(c) 


En indiquant par H l'opération ainsi exécutée sur f(/), l'égalité prece- 
dente pourra donc s'écrire 
g(u) = HF); 


cette opération est évidemment distributive. 


6. Prenons comme chemin c une ligne qui venant de l'infini dans 
une certaine direction, y retourne dans le méme 


— 
direction, comme dans la figure ci-contre, et suppo- )) 
— 


sons que la fonction f(¢) soit infinie d'un ordre 
fini p. (positif, nul ou négatif) pour / — co, en sorte que l'on puisse 
déterminer un nombre entier et positif ~ tel que l'on ait 


Dj ede 


ou r est un entier donné positif et € une quantité positive. L’expression 





est alors évidemment convergente. 


7. On a, en posant 





que 











* A cause de l'usage qu'en a fait ce géomètre dans le cas où /(/) est l'intégrale 


d'une équation linéaire du deuxième ordre. (V. Handbuch der Kugelfunctionen, Bd. 1, 
p. 389 et Journal de Crelle, t. 60: Über die Lamé'schen Funclionen verschiedener 
Ordnungen.) 
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d'où, en derivant par rapport à w et en intégrant par parties, en remar- 
quant de plus que la partie aux limites est nulle, il vient: 





p'(u) —w-H (ES, 


et en appliquant de nouveau la dérivation par rapport à u et l'intégra- 
tion par parties, on trouve quel que soit k: 





gO(wu) f®(t) 
(9) e = B 


8. Soit maintenant lintégrale 


^re (t) tt F dt 


ERNEST) gr 


(c) 


qui est aussi convergente, d'après le choix de 5, pour h<r. Elle peut 
s’ecrire identiquement 


a 


fo (tdt 
tk (t rv 1) 2 





à | e + tta esso ya wt | 


(e) (c) 
Cette derniére intégrale n'est autre, d’après la formule (9), que 
e? (u)u**^*; 


quant à la premiére, c'est une fonction rationnelle et entiére de w, du 
degré h — 1, dont les coefficients sont les intégrales, toutes convergentes 


TO? nF Ethie (9=0, 1,2, ..., h—1) 


(o 


En intégrant k fois successives par parties et en remarquant à chaque 
fois que la partie aux limites est nulle d'aprés le choix de yw, on a 


(c) 


fre wer a = (— 19 + k — p) [Or rat, 
() 
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d’où il résulte enfin 
h- 


(oy HOS Oe vy e (uae? FEE se I — $), le) ar 


(c) 


Cette formule nous exprime les propriétés fondamentales de l'opération H. 


Applications de la transformation de Heine. 


9. Reprenons l'équation homogène (6), et supposons que a, soit une 
racine simple de l'équation (7) en sorte que l'équation déterminante 
relative au point a, n'aura qu'une racine non entière. D’apres la théorie 
bien connue de M. Fucus, on n'aura alors qu'une intégrale particuliere 
qui, apres une rotation autour du point 4, se reproduit multipliée par 
une constante différente de l'unité; soit U, cette intégrale que l'on dira 
correspondante au point a;. 

Décrivons maintenant la ligne c indiquée au $ 6 en sorte que partant 
de l'infini dans la direction du rayon qui joint l'origine au point a,, elle 
décrive un contour qui embrasse le point 4, et revienne ensuite à l'infini 
suivant la méme direction, sans contenir aucun autre point singulier de 
l'équation (6); soit c, la ligne ainsi parcourue. Les intégrales de l'équa- 
tion (6) sont toutes, pour / — co, infinies d'un ordre nécessairement fini; 
en effet, l'équation déterminante relative au point f= oo est 


ds. (p — 1)... (p — m + 1) + às, ap(p — 1)...(p—m + 2) +... +4, — 0, 


et l'on a supposé «,, essentiellement différent de zéro. 

Soit donc o, l'ordre d'infini de l'intégrale U, pour ¢ = co; nous 
pourrons appliquer à cette intégrale divisée par /^ la transformation de 
Heise, pourvu que nous prenions l’entier p assez grand pour que l'on ait 


Jr epp e 


e étant une quantité positive; cherchons donc quel est le résultat de cette 


opération en prenant pour chemin d'intégration la ligne c, que nous venons 


de définir. Nous poserons pour cela: 


7, (£)dt 
(11) ew) = u* fae "y 


(e i) 
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Or, comme l'opération H est distributive, en appliquant cette opération 
à (6), divisée préalablement par #, on a 


, x > a HUS REED 


k=0h=0 


qui, par l'application des formules (9) et (10), devient 


Agila) _ mr E oe 

(12) =e Sa a, nat — 1 —g), uv? des # dt; 

c'est là une équation de la forme (1) dont ¢,(w), donnée par la formule 
(11), est une intégrale. 


10. Les intégrales définies qui figurent au paragraphe précédent 
sont toutes convergentes, d'après le choix de p.  Posons: 


(13) Pas = J Ut dt; CRETE 
(6) 

les coefficients des puissances de « dans le second membre de l'équation 

(12) seront des fonctions linéaires des quantités p, ,, p, 5, ..., Dury et 

l'on voit facilement en ordonnant le second membre de (12) suivant les 

puissances de #, que cette équation prend la forme: 


(14) Agi(u) 
= ua — h)p, , + Wa — h) p, ny +. + a (up, |. 


rr. [L'expression (11) est développable en une série de puissances 
entières et positives de #, pour toutes les valeurs de « dont le module 
est inférieur au module minimum de £ le long du chemin d'intégration. 
Mais comme ce chemin est aussi rapproché de «a, qu'on le veut, on peut 
dire que le développement en série de ¢,(w) converge dans un cercle de 
centre 4 = Oo et dont le rayon diffère de |a,| d’aussi peu qu'on le veut. 
Nous indiquons ce fait par la notation 


Pa fi IF 


quand on pose 


(15) e(u) = Y pu"; 
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Or, on a 


(16) Da fear; 


(e) 


ce système p, obéit donc à la relation récurrente (2), d'ou il résulte ($ 4) 
que le cercle de convergence de (15) est précisément |4,|. 

Tandis que l'on définit ainsi p, au moyen de la formule (16), pour 
les valeurs de l'indice depuis » = y jusqu'à l'infini, la formule (13) de- 
finit encore p, pour les valeurs de l'indice depuis y — r jusqu'à ps — 1. 
Mais si l'on substitue dans l'équation (r2) la série de puissances (15) qui 
représente e,(u), il résulte du calcul développé au $ 3 que le second 
membre de l'équation différentielle (12) est de la forme (v. éq. (4)) 


u" 2, u "fa, (a — h)p, + au — hp, dr HF ale — Mo} 


h=1 


Cette forme devant étre identique avec le second membre de l'équation 
(14), on obtient, en identifiant les coefficients: 


a(e — h)p, , + me — h)p, ai +... + male — hp, 
+ a,(¢—h)p, +... + a(p—h)pn = 93 (8—1,2,3, ...,7) 


c'est là l'équation récurrente (2), qui se trouve done vérifiée non seule- 
ment pour les valeurs de l'indice depuis n = jusqu'à n = co, mais 
encore pour les valeurs depuis n = a — r jusqu'à n = p — 1. L/inte- 
grale p, de l'équation (2) est donc parfaitement déterminée par les r 
valeurs (13). 


12. La méthode indiquée dans ce qui précéde nous permet de dé- 
terminer r intégrales de l'équation (2), en donnant à l'indice à les valeurs 
1,2,...,7. Si les modules des racines a, sont tous différents, chacune 
des r séries e, aura un cercle de convergence différent, et en posant 


Di = gi + Agi Pin T d Apr 


ou les constantes À,, ,,,,..., À, (pour lesquelles on peut faire abstrac- 
tion d'un multiplicateur commun) donnent une variété oo", la série d 
converge dans le cercle de rayon |a,|. Les coefficients P, du développe- 
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ment de d, en série nous donnent done une intégrale de l'équation (2) 
telle que 


I 

7 PR,» 
(1 7) n la; | ? 
et nous venons de voir que les intégrales de l'équation (2) qui vérifient 
cette condition (17) constituent une variété co” '. Le méme raisonne- 
ment montre done qu'il n'y a en général, (c'est-à-dire lorsqu'il n'y a 
qu'une racine simple de l'équation (7) dont le module ait la valeur maxima 





|a,.|) qu'une seule intégrale de l'équation (2) telle que 


I 


(1 74) P; ey | a, |" , 


c'est là lintégrale distinguée, que nous représenterons par &,; la fonction 


génératrice est 





" U,(t)d 
Qr) g =u | oe 


i^ (£L — u) 
(c) 
et l'on a 


(167) ©, L— f UL rotat. (n=p—1, n—r-4 1, ..., ©) 


La convergence de ces intégrales résulte de la facon dont on a choisi 
l'exposant y. 


13. Lorsque la racine non entiére de l'équation déterminante relative 
au point a, a sa partie réelle plus grande que — 1, il est clair qu'on 
peut substituer à l'intégrale définie prise le long du chemin ¢,, l'intégrale, 
qui n'en différe que par un facteur, prise de a, à l'infini selon le prolonge- 
ment du rayon qui joint l'origine au point a. Dans ce cas, les formules 
(11) et (16) peuvent être remplacées respectivement par 

œ 
CNET | aa 


ai 


Dn — U) ‘dt. 
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L’equation récurrente inverse. 


14. Changeons dans l'équation aux différences (2), le polynôme 
a,(n) en a,(n — h) et p,,, en q,.,; nous obtenons ainsi une nouvelle 
équation aux différences: 


(18) a,(n— )q, ,4- a (n — r4 1)g, a $a, (2 — 1)4n_1 + a, (1)q, —0. 


Nous dirons que cette équation est l'inverse de l'équation (2). Si l'on 
répète sur l'équation (18) l'opération qui a servi à passer de (2) à (18), 
on trouve l'équation inverse de (18); or le calcul, fort simple, montre 
immédiatement que cette nouvelle équation ne diffère aucunement de 
l'équation (2), sauf le changement de l'indice » en » + r. 


15. Il est facile de former l'équation différentielle génératrice de 
l'équation (18). A cet effet, mettons-la sous la méme forme que l'équation 
(2), c'est-à-dire changeons n en n + r: il vient ainsi 


r 
2 (a, nm (8 Sr 2) == Ah m1 (n + (D) == Oc =F A,_y1{R =F T) -- DS) Aor GE 


mais on peut poser 
Q, s NC Sr 1) == Q, A m—1 (n Bis en == CL ar d,_n.0 
> à. tim (fi SF h),, + dy  hm—1 (n SF haa == Den =F 4, 8.05 


où les coefficients a,_,, se calculent très aisément au moyen d’une for- 
mule bien connue, tout-a-fait analogue à celle de Tayror et applicable 
aux fonctions entières ordonnées suivant les factorielles (n+ r),. Il 


importe de remarquer que 
95m = Gams (^—0,1,2, ...,T) 


et 


d. == Qo x (k=0,1, 2, ..., m) 


L'équation (18) qui s'écrit maintenant 


am Sr h),, ZE a, _ n.m—1 0 + h)n—1 == JUD + Pere ar =) 


Acta mathematica. 16. Imprimé le 28 octobre 1892. 45 
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a la méme forme que l'équation (2), et on peut donc immédiatement 
en déduire l'équation différentielle génératrice, comme on l'a vu au 1. 
Cette équation différentielle est 


m 


(19) D (oU + acu +. + age 


L— 0 


dk V " 


16. De la remarque que a,, — A, „, il résulte que le coefficient de 
("V'? dans l'équation (19) est 


Oy ml == (BOE ume SF ris 1^ xis (o. » 


y NX 


qui, égalé à zéro, donne les points singuliers autres que / — o et f — co 
de cette équation (19). Or l'équation algébrique que l'on obtient ainsi 
n'est autre que la réciproque de (7); les points singuliers en question 
sont done en ordre de modules non décroissants: 


I I I 


, , 2 
Gy Gy—] 0 





En outre, de la remarque que 2,,— 4a,,, il suit que l'équation dé- 
terminante de (19), relative au point ¢= o, est précisément l'équation 
déterminante de (1) relative au point = ©, tandis que l'équation dé- 
terminante de (19) pour / — co ne différe de celle de (1) pour {=o 
que par le changement de p en p + r. 


- 


17. Pour les intégrales de l’equation récurrente (18), on a en général 


2 nai 
a ari 
Exceptionnellement, c'est-à-dire pour certaines intégrales particulières, 
il pourra se faire que cette limite ait un module moindre et précisément 
le module d'une autre des racines de (7). Les paragraphes précédents 
nous donnent une méthode pour déterminer ces intégrales, et en particulier 
l'intégrale distinguée, pour laquelle 


lime 
n=e Yn ! 
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Applications. 

18. Supposons r= 1. Alors l'équation (1) prend la forme 
m ‘a 
Y (at + PSS = #R(t); 


k=0 


le rapport de deux coefficients consécutifs dans le développem 
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ent en série 


de son intégrale est une fonction rationnelle de l'indice ». C’est là le 


type hypergéométrique généralisé de M. Gounsar. 





19. Supposons maintenant » — 2. L'équation aux différences (2) 
prend alors la forme 
(a) Ay (2) Dao + (2) pus + a (m)p, — 9; 
que nous écrirons pour abréger: 
(b) Paz —— C512 Pr+1 =F Cr42Pn- 
Déterminons maintenant deux intégrales de cette équation par les 
conditions 
ai | Po = I, De = O, 
Cc 
(c) | | ge Ad 
Pu-ı = €} Pı-ı = 
puis considerons la fraction continue: 
© 
(d) c= —_— 
Cu+1 
Cu += 2 
Cu 2 
De 
2 Cu+3 Fe, 
On voit aisement que sa reduite est, en general, Pn ou p, et p; sont 


) 
n 


déterminées précisément par les conditions initiales (c). 


Il sagit de rechercher si cette fraction continue est convergente, et 


d'en trouver la valeur. Cette recherche peut se faire comme il suit. 
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a) Je commence par remarquer que toute intégrale de l'équation (b) 
peut s'écrire 
, 
T E Ap, ar EPns 


où À et p sont des constantes. On en tire 


P ) 
m E m 
Pn In 
et si la limite de P,:p, est nulle pour x = co, il en résultera précisément 
H 


0 = — = 


A 


b) D’apres cette remarque, on voit que la recherche de la valeur 
de e coïncide avec la recherche des valeurs des constantes A, p, pour les- 
quelles la limite de P,:p; est nulle. 

Reprenons pour cela l'équation (1) qui a actuellement la forme 


m dE U 
(e) AU — y (at + bt + Te RL) 
k=0 
et posons 


at? + but + c, = (t— a(t — B), Ig | >|el- 


On voit alors, si U est l'intégrale correspondante au point 5 de l'équation 
AU — Fo, que 


est l'intégrale de l'équation (e) prise sous la forme 


: ^ ‚de U 
23 (a.u? + bu + cu DE 


= — alu — 1)uà, , + a(p — 2)0, , + b(p — 1)6,_,! 


ou 





4 ^ Udt L "Udt 
€, 3 xxm m , €,» = {u-1 = 


(e) (c) 
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c) Cela posé, rappelons que l'intégrale g(w) est développable en une 
série de puissances entières et positives de u, Z&,u", où &, est l'intégrale 
distinguée de l'équation (b) puisque U est l'intégrale correspondante au 
point singulier de plus grand module de l'équation AU— o. On peut poser 


_ 


On = Àp, == LP, 


et lon sait que la limite de @,:p;, est nulle pour » = oo. On a en 
outre, a cause des (c), 

= Udt et "Udt 

À e D, = pe? ft A 0,3 FR i ? 


e 
(c) " (c) 





d'ou il suit enfin 
f via 

(g) Be: 

E UN 


(c) 





formule qui transforme une fraction continue dont les éléments sont des 
fonctions rationnelles de l'indice en un quotient d'intégrales définies, et 
qui renferme comme cas particulier le développement en fraction continue 
que Gauss a fait connaitre pour le quotient de deux fonctions hyper- 
géométriques contigues. 


Systèmes récurrents de fonctions. 


20. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients de l'équation 
(1) soient des constantes. Regardons maintenant ces mêmes coefficients 
comme dépendant d'un certain nombre de paramètres x, , 7, , ..., 2, dont 
ils soient des fonctions analytiques. En indiquant par [x] un systeme 
déterminé de valeurs de ces paramètres, on pourra dire, pour abréger le 
langage, que [x] est un point de l'hyperespace S, à 27 dimensions défini 
par le système des / paramètres complexes v,, ,,..., v;. 

En considérant alors l'équation (7), on voit que ses racines seront 
aussi des fonctions analytiques des paramètres x. Les points [x] pour 
lesquels deux de ces racines ont même module forment un hyperespace 


on prend un point [x,] 


, 


S' à 2j — 1 dimensions contenu dans $,; si | 
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de S, qui n'appartient pas a S’, pour tout point d'un domaine de [x,] 
suffisamment restreint, on pourra ordonner les racines de (7) selon leur 


module croissant 
CRE ale 





r—i 


d'aprés les résultats des paragraphes précédents, on a un systéme co 
d'intégrales p, de l'équation aux différences (2) pour lesquelles 


Pa 
Dn psc 2 

et en parficulier une unique intégrale (intégrale distinguée) pour laquelle 
cette limite est a. Pour tous les points du domaine considérée de z,, 
la limite du rapport de cette intégrale distinguée à une intégrale quel- 
conque de l'équation (2) est nulle pour # = co; dans le cas particulier 
ou l'équation récurrente est du deuxième ordre, cette intégrale distinguée 
constitue le systéme des restes de la fraction continue dont les numéra- 
teurs et dénominateurs des réduites satisfont à la méme équation. Je n'en 
dirai pas davantage sur le cas général ou les coefficients de (2) sont des 
fonctions analytiques quelconques des paramétres, et je m'arréterai plutót à 
lhypothése particuliére qui suit, et qui est la plus intéressante, parcequ'elle 
offre la généralisation des fractions continues algébriques ordinaires. 


21. Dans cette hypothése, je supposerai que les coefficients de l'équa- 
tion (2) dépendent d'un seul paramètre w et en outre que ce parametre 
entre au premier degré dans les coefficients, excepté dans a,, et a,, que 
je regarderai comme indépendants de x. L’équation différentielle (1) 
pourra alors s'écrire: 


pat Uni 


N Cao gt + (aix — «5,,)€ "+... + (8, 1a — 0h, st + 0,3] 


et l'équation (2) deviendra: 
(21) a (n)Pas, + (a, 4(n) — 0b,_4(2)) Day pa bees 
+ (a (n) — zb, (n))p,,1 + a (n)p, = 0 


D'aprés le $ 14, nous savons écrire l'équation inverse de l'équation (21); 
en y changeant le paramétre x en z, cette équation sera: 
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(22) a,(n az r) Gs: + (ae (n ah + I) + 25.5 (n dE + 14) EE + se 
+ (an — 1) — zb, (n — 1))q, 4 + a (n)q, = o. 


Nous allons étudier un systéme récurrent de fonctions défini par l'équa- 
tion (21). 


Développement d’une fonction en serie ordonnée suivant 
les polynómes Wun système récurrent. 


22. Déterminons une intégrale particulière de l'équation (21) par les 
conditions que p, soit égal à l'unité et que pour une valeur négative de 
l'indice n les p, soient nulles: indiquons par P,(x) ce système particulier. 
L'équation (21) montre que P,(x) sera un polynôme entier en x, de degré 
précisément,égal à n. Nous avons ainsi défini un système récurrent trés 
général de polynómes de degré égal à leur indice; c'est le systéme dont 
l'échelle de relation (éq. 2 1) a ses coefficients linéaires en x et rationnels en n. 

Je dis maintenant qu'il est possible d'obtenir le développement d'une 
fonction analytique quelconque de x en série ordonnée suivant les poly- 
nómes d'un tel systéme et d'en donner les conditions de convergence; 
nous allons nous occuper de cette question. 

A cet effet, écrivons l'équation (21) pour toutes les valeurs de » 
depuis na = — r + 1 jusqu'à l'infini, et multiplions respectivement par q,; 
en sommant ces équations et en ordonnant par rapport aux indices crois- 
sants de P,, on a, abstraction faite de la convergence dont les conditions 
seront données plus loin: 


Pla—r + 1)9 sn + 8 s(— + 2)g] a + «+. + @(0)Qo) 
+ Pifa,(— 7 + oa + an 7 + 2) 45 + .-- + (1) 91} 

"s Fan 0) Gn Ha meo) us tor) + --- 
= [Br + 1) + dr + a + (= Do 
+ Bil. r + Dan + 0 4C r + 399.4 + :.. + A (0)a)] 

+ Par Er) qu + (n —r-4-2)9, 54s 4 0n Nat]. 
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Remarquons maintenant que les quantités g, satisfont à l'équation 
récurrente (22), que nous supposerons vérifiée à partir des valeurs de 
l'indice » — 0,” — I, pour lesquelles on a: 


a(— rg + la v + 1) — 2b. 4(— r + 3)9 sac --- 
+ (a,(— 1) — ab, — 1)g-a + a. (0)g, = ©, 
a,(— v + 1)9-4a + (a C n ae d-2)9 a + -- 
+ (4,(0) — zb,00)g, + &(1)9 = 93 


d'ou il suit que le premier membre de l'égalité précédente pourra s'écrire 


P, — a, r)q ,d-2(b. 4-04 sua b C7 r4 2)9 s +6, 194) 
+ 2P,{b,_{— r+ 2)9 +12 + 6,o(— 7 + 3)0 s +--- ¥ 5,(00)9,) 
+ 

+2P,b_n -r +1). nu 4-6, (n — n +2), ++ b(n—1)g + 


et par conséquent cette égalité elle-même devient: 


Pa, (— r)q (2) = (e — 2) 2 P,(x)lb, fn — v + 1)9,,41(2) 


n=0 


+ b, «(n — r + 2)q, 402) +... + bn — 1)q,_4(2)}. 


Mais P, = 1 par hypothèse, d'ou il résulte enfin, puisque a,(—r) = «,,: 


oo 


I I 


(23) = 2: (b. ,(n — 7 + 1g, L2) +... 


Z— & 0,.0Q—r(£) n=0 


+ b(n — 1)9 (4) P.() 





23. Nous avons établi formellement ce développement; il s'agit 
maintenant d'en rechercher les conditions de convergence. Pour cela, 
l'équation (7) prend actuellement la forme 


OG no WE (Gin cux qb, m) («E zm LRQ + (a, = VO xb,_, nt + A,m = O; 


continuons à indiquer par a, sa racine de module minimum. A chaque 
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valeur de x correspond une valeur et une seule de |a, |, laquelle n'est 
infinie pour aucune valeur de z et ne peut méme dépasser la valeur 


r 
Arm 


Ag.m 


"EM 


et qui est nulle pour x = co et pour cette valeur de # seulement. 
Indiquons par C, le lieu des points du plan æ pour lesquels on 
a |a,(r) — p, p étant une quantité positive quelconque plus petite que 
p, Ce lieu est une portion de la courbe analytique qui, dans le plan 
des æ, correspond au cercle |{| — du plan des ¢. Tout point du plan 
æ non situé sur la courbe C, appartient, soit à l'ensemble des points pour 
lesquelles on à |a,(z)| > et que j'indiquerai par E,, soit à l'ensemble des 
points pour lesquels on a |a,(x)| « p, et que j'indiquerai par E;. L'en- 
semble %, se réduit à zéro pour p — p,; pour toute valeur de p — p,, E, est 
une aire (connexe ou non) finie, tandis que E; est une aire infinie; on ne 
peut passer de l'une à l'autre sans traverser C,, qui est donc une courbe 
fermée ou composée de plusieurs courbes fermées. Deux courbes C,,C,, 
où p’ est plus grand que p, ne peuvent se couper, et comme (,, est 


p? 


tout entière dans le champ E,, on peut dire qu'elle est intérieure à C,. 


24. Tandis que nous avons parfaitement déterminé le système de 


polynómes P,(r) qui figure dans le second membre du développement 
(23), par les conditions 


BET, Te 0; 


nous n'avons pas encore déterminé g,(2), qui est jusqu'ici une intégrale 
quelconque de l'équation (22). Nous allons à présent déterminer cette 
intégrale en fixant que le systéme q,(z) soit l'intégrale distinguée de 
l'équation récurrente (22); nous l'indiquerons par @Q,(z) et nous avons, 
ainsi qu'on l'a vu ($ 16), 

= Q, (2 

lim S2) ze 

n- o Qn(z) : 

Cela posé, prenons une courbe C, quelconque (p > p,), et soit x un 

point quelconque du champ Æ,, z un point quelconque du champ £Z;; 


on aura pour de telles valeurs de x et de z: 


a (2)| < |a. (2)]. 
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Je dis que pour ces valeurs de & et de z, la série (23) est convergente. 
Elle se compose, en effet, de la somme de r — 1 séries de la forme 


(23') Z b, (n — h) Q, (2) P, (2); CENE 


or, en formant le rapport d'un terme au précédent dans cette série, il 
vient: 

by (n. ipn h) Qn41—2(2) Pare) 
(24) b,(n — h) Q, (2) P,(æ) : 





mais b,(4) étant un polynôme de degré m en », le rapport 


b,(n + 1 — h):b,(n — h) 








tend à l'unité pour # — co; quant à Q, et P,, on a 
(g 4 > a 
lim Queis) == n B Peer) MEC ME ; 
a-» Qn(z) : ne Eam) a, (1) 


la limite du rapport (24) est donc pour les valeurs considérées de + et de 
z, plus petite que l'unité en valeur absolue, et par conséquent chacune 
des séries (23') et par suite aussi la série (23) est absolument convergente. 
Elle l'est de plus uniformément dans le champ E, par rapport à x, (le 
contour C, exclus) ainsi que cela résulte de la démonstration donnée aux 
S$ 9 et 10 de mon mémoire: Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie 
formate coi medesimi, et dans le champ E, par rapport à z. 


25. ll est maintenant facile de déterminer le développement d'une 
fonction analytique donnée f(x) en une série de polynómes P,(a). Il 
suffit en effet que cette fonction soit donnée à l'intérieur de l'un des 
champs désignés par Æ,, pour que l'on puisse lui appliquer le théorème 
de Cavcnuv; on a alors 


: étant prise le long d'une courbe C, pour p, <p et par conséquent 





' Annali di Matematica, S. 2, T. 12, 1884. 
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tout entiere à l’intérieur de EF’ en série 


D" 
p 


Le développement de 





CN 6 
(23) étant uniformément convergent, on peut intégrer la série terme à 
terme, et il vient: 


(25) f(z) = EC, P, (x), 


n=0 


où 


270.0, — fv. (n — r + 1)Q, 42) + bon — r + 2)9, 42(2) +... 
(Sy) 


+ &(n— 1) Q, (21g: 


Nous avons ainsi obtenu le développement d'une fonction analytique 
donnée en une série ordonnée suivant les polynómes d'un systéme ré- 
current dont (21) est léchelle de relation, et nous avons trouvé les con- 
ditions de convergence de ce développement, toutes les fois que l'échelle 
de relation est d'ordre fini et que ses coefficients sont des fonctions ra- 
tionnelles par rapport à l'indice et linéaires par rapport à la variable, 
et qu'en outre a,, est différent de zéro. 


Bologne, 30 juin 1891. 
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EXPRESSION COMPLETE ET SIGNIFICATION VÉRITABLE 
DE LA NUTATION INITIALE. 


DEMONSTRATION QUI EN RÉSULTE DE LA FLUIDITÉ INTÉRIEURE DU GLOBE. 
CONSÉQUENCES ANALYTIQUES DE CELLE-CI DANS LES FORMULES DE L'ASTRONOMIE. 


PAR 


F. FOLIE 


à BRUXELLES. 


Il est une question d'analyse que tous les géométres qui se sont 
oecupés de l'étude du mouvement de rotation de la terre ont correcte- 
ment traitée depuis EvrER, LarracE, BrssEL, PorssoN, SERRET, etc., mais 
que les astronomes avaient négligée pendant longtemps. 

C'est celle de la nutation qui provient des constantes arbitraires que 
lintégration introduit dans les équations du mouvement de rotation de 
la terre, nutation qui serait nulle dans le cas seulement où la terre 
aurait tourné primitivement autour d'un axe principal. 

Besser. le premier, W. Srruve ensuite, ont commencé à se préoccuper 
de cette question au point de vue astronomique. 

Et Prrers a trés exactement déterminé deux des constantes de cette 
nutation, au moyen de la série de ses observations sur la hauteur du 
póle à Poulkova pendant les années 1841— 1844. Plusieurs autres astro- 
nomes, parmi lesquels il faut citer surtout NyrEs, Downtye et, tout 
récemment, VAN DE SANDE BACKHUYZEN, ont réussi à déterminer égale- 
ment ces constantes avec une assez grande exactitude. 

Seulement, depuis que la question de cette nutation, qu'on appelle 
quelquefois eulerienne, et que j'appellerai initiale parce qu'elle dépend des 
conditions initiales du mouvement de rotation de la terre, est entrée dans 
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le domaine pratique, il est arrivé que les astronomes ne se sont plus pré- 
oceupés du caractère diurne attribué par tous les géometres à cette 
nutation, et que quelques-uns ont méme été jusqu'à contester ce caractere. 

Il se manifeste cependant d'une manière tellement évidente dans les 
formules, que l'on a quelque peine à concevoir que des astronomes-géo- 
métres aient pu l'oublier; aucun astronome méme n'a songé à profiter 
du caractére diurne de cette nutation pour en déterminer les constantes, 
ce qui est cependant la voie la plus simple et la plus süre, comme nous 
le verrons. 

LAPLACE avait signalé trés nettement ce caractère dans les termes 
suivants: 


On voit que, si G (coefficient de la nutation initiale) était sensible, 
on le reconnaitrait par les variations journalières de la hauteur du pôle. 


C'est OrrorzER qui a, le premier, contredit cette assertion du grand 
géomètre, en mettant en lumière, du même coup, la raison pour laquelle 
les astronomes ont oublié le caractère diurne de la nutation initiale dans 
les déterminations qu'ils ont faites de celle-ci. 

Aprés en avoir donné correctement les formules, l'astronome viennois 
détermine la position de l'axe instantané de rotation par rapport au petit 
axe de l'ellipsoide terrestre, et conclut, trés correctement aussi, en ces 
termes: »On voit done que l'axe instantané de rotation décrit, autour de 
laxe de la terre, une surface conique dont l'angle d'ouverture 7, est 
déterminé par 

m 


SIN 79 = v 
0 


le sens de la rotation est celui de la terre, puisque y est positif; la 


2 


27 


révolution est complete aprés un temps — —. Pour yp, on a posé pré- 


cédemment: 


Bo. 
pc A 








de sorte que, » représentant la vitesse angulaire de rotation de la terre, 
jj dépend essentiellement de la différence qui existe entre le rapport des 
moments d'inertie (C:.4) et l'unité. Dans la suite de nos recherches, 
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nous aurons l'occasion de déduire ces coefficients des observations (comp. 
p. 182); le rayon étant pris comme unité, on trouve: 


p = 0.0206141, 


et pour la duree d’un tour 


- == 304.80 jours solaires moyens.» 


Aprés avoir parlé des déterminations de PETERS, Nyren et DowniınG, 
il ajoute: »Cependant, il découle de recherches antérieures sur les la- 
titudes que, méme dans le cas ou £, et 7, atteindraient de grandes 
valeurs, il n'en résulterait encore pour les latitudes que des variations 
périodiques d'une période d'environ 10 mois.» 

Il n'y aurait rien à objecter à cette affirmation (puisque Orrorzrn 
entend par latitude l’inclinaison de la verticale sur le plan perpendi- 
culaire à l'axe instantané de rotation?) si elle ne semblait écrite pour 
contredire celle de LAPLACE que j'ai citée ci-dessus. 

Et c'est bien dans ce sens que l'ont entendu plusieurs astronomes. 

M. Rapau a été jusqu'à dire que »l'expression de LAPLACE ne devait 
pas étre prise au pied de la lettre», et TrssERAND lui-même a fait 
siennes les objections de M. Rapav contre ma manière de voir, qui est 
absolument celle de LAPLACE.* 

C'est à l’occasion de mes recherches sur la nutation diurne que j'ai 
été amené à m'occuper de la nutation initiale. La période de la première 
est de 12^, celle de la seconde, de 24" presque exactement. 

I] est impossible de déterminer la premiére si l'on ne connait la 
seconde; mais celle-ci, au contraire, peut aisément se déterminer indé- 
pendamment de la premiére, comme on va le voir par l'expression méme 
des formules auxquelles conduit l'intégration des équations du mouve- 
ment de rotation de la terre. 

En désignant par A,B,C ses moments d'inertie principaux écrits 
dans l’ordre ascendant, par # l’inclinaison de l'axe de C, que j'appellerai 








' OPPOLZER, Traité de la détermination des orbites, trad. PASQUIER, p. I5I. 
SE UC D SO 
* Bulletin astronomique. 1890. 
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axe géographique, sur laxe de l'écliptique fixe, ou celle de l'équateur 
géographique sur l’écliptique fixe, par s, le sinus de cette inclinaison, 
par À l'angle que l'intersection de ces deux plans fait avec l'axe vernal 
fixe, par ç l'angle que l'axe de À fait avec cette méme intersection, le 
dernier angle ¢ étant compté dans le sens du mouvement de rotation, 
l'autre, À, en sens inverse, j'ai déduit des équations du mouvement de 
rotation de la terre, en admettant d'abord que la vitesse angulaire n 
autour de laxe géographique est constante: 








AO = — y sin (ni + ç + B,) — 


„sin (ut — ¢ + E) 


2 + 


+ {cos 2¢3, + sin2ç5,l + NX, 


SAVE =r} cos (m +¢+ 8) + 545008 (ned — © + 2) 


+ nleos2e!, — sin2e X] + NN + p. 


Dans ces expressions, 7 et A, sont les constantes arbitraires; 7, N, p 
des constantes dont il est superflu que nous donnions ici l'expression 
complète; il suffit que nous sachions qu'elles dépendent des moments 





d'inertie de la terre. : et x représentent respectivement Vite 5 
N noue des geometres ayant supposé 4 — B, ont 


4 B(C — B) 
omis les termes en x. 

Les symboles X,, X, X, X; désignent des fonctions déterminées, 
les deux premiers, des cosinus, les deux autres, des sinus des argu- 
ments £5, 9, C etc. 

c est égal à nt + L, ¢ désignant le temps sidéral de l'observation, 
L la longitude orientale du premier méridien, passant par laxe du mo- 
ment À. 

nt + € + f, peut donc se remplacer par n(1 + ot + L 4- A, que 
nous écrirons simplement J¢ + f. 

Nous aurons ultérieurement de graves réserves à faire quant à la 
constance du facteur N, lorsqu'au lieu du mouvement de rotation de la 
terre, considérée comme un corps solide, nous nous occuperons de celui 
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de son écorce, en supposant qu'elle se meut plus ou moins librement 
sur la partie superficielle fluide du noyau. 

Avant d'aller plus loin, insistons sur la signification géométrique 
des formules précédentes. 

Elles se rapportent, comme il vient d’être dit, à l'axe (axe du monde 
de LaPLACE) et à l'équateur géographiques, et non à l'axe et à l'équa- 
teur instantanés. 

Ce dernier axe se déplace à la surface de la terre pendant une 
période qui, nous le verrons, est de 336.5 jours, et non de 305. 

Le méridien astronomique est donc variable, comme Besser l'a déjà 
fait remarquer, tandis que le méridien géographique est fixe. 

Mais ce n'est pas un méridien variable qui peut servir à définir 
l'heure, ni l'ascension droite. 

Nous supposerons donc l'ascension droite et la déclinaison rapportées 
à l’equateur géographique. La hauteur du pôle sera aussi, pour nous 
comme pour LaPracr, celle du pôle géographique; et, locqua nous em- 
ploierons le terme de latitude, nous y ajouterons, pour éviter toute am- 
phibologie, le qualificatif astronomique, attribuant ainsi à la latitude, le 
sens que lui a donné Opporzer. 

Discutons maintenant les équations que nous venons de poser. 

On y voit clairement indiqués quatre mouvements essentiellement 
différents de l'axe du monde: 

le premier uniforme, provenant de la constante p, et appelé pré- 
cession; les trois autres périodiques, appelés nutation d'une maniére gé- 
nérale. 

J'ai nommé ci-dessus nutation initiale le premier de ces mouvements, 
dont la période est presque exactement de 1 jour sidéral. 

J'ai nommé nutation diurne le second, dont la période est de '/, jour 
sidéral, et mutation annuelle enfin le troisième, qui se compose en réalité 
d'un grand nombre de mouvements dont les périodes sont d'un an, ou 
d'une fraction plus ou moins grande de l’année, et peuvent méme aller 
jusqu'à 18 ans. 

Faisant abstraction de la précession, nous allons rechercher comment 
on pourra le mieux déterminer les trois nutations qui viennent d'étre dé- 
finies. 

Le mouvement de l'équateur, du à ces trois nutations, a pour effet 
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de produire des variations correspondantes dans l'ascension droite et la 
déclinaison des étoiles. 

On sait que ces variations se déduisent des précédentes au moyen 
des formules: 


da = > Ha aa 
I tm (cot ¢ + sin a tg d)s, a cosa tgo; 
dà dA : 

s COS as, di b SIDE ay 


Afin de ne pas sortir de notre sujet, nous supposerons ici que l'on 
peut se borner à intégrer en écrivant simplement 


Aa = (cote + sina tg 0)s, AA — cosa tg JAB, 
Ag = cosas, AA + sina AG, 


ce qui est, en effet, d'une rigueur absolument suffisante en pratique 
quant à la nutation initiale, sur laquelle nous portons spécialement notre 
attention. 

L'incorrection de ce procédé d'intégration, en ce qui concerne les 
termes annuels, disparaitra dans la suite de cette exposition, parce que 
ces termes s'élimineront, 

On pourra done écrire la nutation compléte en ascension droite et 
en déclinaison, en négligeant provisoirement les termes en x: 


Aa-—  ;{cosatg dsin (It + ) — (cote + sina tg 0) cos (It + B)| 
+ y{(cote + sinatg d)(cos 2g X, — sin 205) 
— cosa tg d(cos 2e Y, + sin 2€ X)! 
+ Nl(cot e + sinatg 2) Y; — cosa tg dX}, 
Ad = — y cos (It + B — a) + [cos a (cos 2e X, — sin 29 X) 


) OE + sin a(cos 2€ Y, + sin 2€ X,)] 
+ N{cos aX; + sin aX]. 


Nous pouvons profiter du caractère diurne de la nutation initiale, 
pour en déterminer les constantes, abstraction faite de toute erreur de 
réduction. 
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Commençons par le procédé dont Prrers et Downine ont fait usage 
pour déterminer celles de la variation de la latitude astronomique, qui 
sont, au fond, les mêmes que celles de la nutation initiale. 

En désignant par 4 cette latitude, par 9 la déclinaison apparente 
d’une étoile rapportée à l'équateur astronomique, par Z la distance zénitale 
observée, corrigée de la réfraction, ces astronomes ont écrit, pour le cas 
d'un passage supérieur 


et pour le cas d'un passage inférieur 
180° — Ds, 


et ils ont considéré la latitude astronomique comme une quantité variable 
déterminée, en fonction de la hauteur @, du pole par 


D — ®, + y cos (nit. + ff). 


Cette manière de voir est absolument correcte; mais elle a le tort 
de masquer complétement le caractère diurne de la nutation initiale, et 
elle explique que plusieurs astronomes aient pu nier ce caractere; elle 
présente, de plus, ce grave inconvénient théorique qu'il n'existe pas de 
formules correctes propres à déterminer la déclinaison rapportée à l'équa- 
teur astronomique. Celles de la mécanique céleste sont relatives, on vient 
de le voir, à l'équateur géographique. 

OrPorzER a bien démontré que l'on peut, sans erreur sensible, 
appliquer ces formules à l'équateur astronomique. 

Mais, trop exclusivement pénétré de cette idée juste que c'est autour 
de l'axe instantané que tourne la terre, et non autour de l'axe géographique 
(axe du monde de Larracr) il a perdu de vue que c'est le méridien 
géographique seul qui peut servir à définir l'heure et l'ascension droite. 

Pour étre tout à fait logique, il eût du chercher à définir celles-ci 
au moyen de la notion du méridien astronomique passant par l'axe in- 
stantané. 

Mais alors il se fût aperçu que sa définition de l'heure sidérale ne 
concordait plus avec celle des astronomes, et l'eüt certainement aban- 
donnée. Car il ne se serait certes pas contenté de dire que les variations 
du méridien astronomique d'un jour à l'autre sont tellement faibles qu'on 
peut les négliger sans erreur sensible. 


© 
I 
bo 
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De négligence en négligence, que deviendrait done l'exactitude ma- 
thématique que l'on est en droit d'exiger, autant qu'elle peut être atteinte, 
des formules de la mécanique céleste, de celles surtout qui sont relatives 
à l'invariabilité du jour sidéral? 

Or les formules employées par tous les géomètres, méme les plus 
récents, OPPOLZER seul excepté, et relatives à l'équateur et au méridien 
géographiques, sont absolument correctes. 

Si l'on m'objecte, pour justifier OPPOLZER, qu'elles ne sont pas appli- 
cables aux observations astronomiques, puisque celles-ci sont souvent 
faites dans le méridien astronomique, je n'ai qu'une chose à répondre; 
c'est que les astronomes qui procèdent ainsi ont tort, et que les seules 
observations qui puissent conduire à des résultats corrects par l'emploi 
de formules correctes sont celles faites dans le méridien géographique, 
qui, étant fixe, peut étre déterminé une fois pour toutes par une bonne 
série d'observations, et est le seul qui puisse définir et donner exacte- 
ment l'heure sidérale. 

Done, puisque les formules de la nutation se rapportent à l'axe du 
monde, et non à l'axe instantané de rotation, on doit écrire, d'une ma- 
niére absolument rigoureuse, en appelant à, la déclinaison de l'étoile 
rapportée à la position moyenne de l'équateur géographique pour l'instant 
de l'observation, dans le cas d'un passage supérieur, puisqu'alors nt = a 
et Iti + B — a — nt + f: 


Z, = 0, — à, + 7 cos («t + A) 
— (cote + sina tg 2)(cos 2e X, — sin 26 X,) 
— cosa tg d(cos 26 X, + sin 2€ X,)] 
— Ni(cots + sina tg d) X; — cos a tg à Xj]; 
et, dans le cas d'un passage inférieur, pour lequel nf = z + a: 
180° — Z, — ©, + 0, + 7 eos (ni + f) 


+ 7\(cote+ sina tg d)(cos 2e X, — sin 2¢3,) — cosa tg (cos 2g Y, +sin 2¢2,)} 


+ N{(cote + sina tg 0) X — cosa tg 0 Nj]. 
Au sujet des termes de la nutation diurne, nous ferons remarquer 
d'abord que, puisqu'ils ont pour argument principal 29, la variation de 
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cet argument, d’un passage supérieur au passage inférieur consécutif, ou 
vice versa, est sans conséquence, puisqu'il aura augmenté de 27. 

Et quant aux autres arguments, soit de la nutation, soit de l'aberra- 
tion, on peut admettre, sans erreur sensible, qu'ils n'ont pas subi de 
variation d'un passage à l'autre; on pourra, du reste, effectuer rigoureuse- 
ment le calcul pour les étoiles voisines du pôle; mais nous pouvons passer 
sur ce détail. : 

Cela posé, si l'on fait la demi-somme des deux équations précédentes, 
on obtient simplement 


de + 90° = ®, + y cos (n«t. + P). 


Posant 0, = ® + 2, 4, désignant la hauteur du pôle adoptée, z 


: Z, — Zi 
sa correction; et — = + 9o^ — @, — r, on aura 


r — 2 + ycos(nd + B), 
ou, en faisant 
7. Sind a, y cos B = y: 


yr — g + y eos mit — x Sin nit, 


équations d'où l’on pourra déduire, au moyen d'une série d'observations 
de passages supérieurs et inférieurs consécutifs, les inconnues 2,5, 2, 
donc 7 et f, indépendamment de toute erreur de réduction et méme de po- 
sition de l'étoile. 

Nous indiquerons ultérieurement quelques résultats que cette mé- 
thode nous a fournis. | 

Mais auparavant, il importe de montrer qu'on peut avantageusement 
faire usage également du caractère diurne de la nutation initiale, pour 
déterminer ses constantes au moyen des ascensions droites des étoiles, 
procédé dont il n'avait pas encore été fait usage. 

Nous pourrons nous borner ici à considérer les seuls termes de la 
nutation initiale, le raisonnement que nous avons fait précédemment 
quant à tous les autres termes de réduction au lieu apparent étant 
applicable également dans ce cas-ci. 

A l'ascension droite apparente, telle que les astronomes la calculent 


374 F. Folie. 


habituellement en négligeant la nutation initiale, il faut done ajouter 
pour un passage supérieur, 





Aa, = y|cosatg 0 sin (nt + a + B) — (cote + sin atg 2) cos (mt + a + A)! 
= rltg d sin (nt + B) — cote cos (nu + à + A); 
et, pour un passage inférieur, puisque // augmente de x: 
Aa, = — ry|tg 9 sin (nt + B) — cote cos(nit + à + A). 


Comme les autres termes de réduction sont égaux, à trés peu prés, 
pour deux passages consécutifs, il existera, du chef de la nutation initiale, 
entre les ascensions droites observées à ces deux passages, une différence * 


Aa = + 27 cote|tg e tg à sin (nt + f) — cos(nt + a + A). 


On prendra le signe + ou le signe —, selon que le premier pas- 
sage observé sera supérieur ou inférieur. 

Faisant 27;cotesinf = x, 2y cote cosf — y, et désignant par z le 
€ c ^ M 
facteur tg tg, on aura 


+ Aa = u|cceos nd + sin (nd + a)! + v{ csin net — cos (nd + a)! — gu + Tw. 


Cette équation, appliquée à une série d'observations de deux passages 
supérieur et inférieur consécutifs, permettra de déterminer u et v, d'ou 
y etwa 

C'est par cette application aux séries des ascensions droites de la 
Polaire observées par Srruve à Dorpat que j'ai commencé mes déter- 
minations. 

J'ai dit ci-dessus qu'elles ont été faites à l'occasion de mes recherches 
sur la nutation diurne. 

Celle-ci, dont je crois avoir démontré l'existence (Annuaire de 
l'observatoire de Bruxelles pour 1890) n'est possible que si la terre 
se compose d'une écorce solide se mouvant plus ou moins librement sur 
un noyau fluide, au moins à sa surface. 





' Afin d'abréger, nous avons négligé ici les 12^ dont le £& de la seconde observa- 


ion diffère de celui de la première, ce qui est sans conséquence. Il est fort aisé, du 


reste, de tenir eompte de cette différence. 
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Telle était done, pour moi, la constitution de la terre. 

Mais alors, c'est du mouvement de l'écorce, et non du mouvement 
du globe, que le géométre doit s'occuper; et les moments d'inertie A, 5, C 
sont ceux de la première, non ceux du second. 

Or dans les mouvements à trés longue période, l'écorce et le noyau 
sont solidaires, comme l'a démontré M. RoNkKAR.! 

Mais pour tous les autres termes, il n'en est plus ainsi. 

Le mouvement de l'écorce s'effectuant en une période qui ne différe 


1 ; : 
que de 3 environ de celle du mouvement du noyau, il en resulte 


un mouvement relatif de celle-là sur celui-ci d'une période de 300 jours 
environ. 

Mais, pour une période d'aussi courte durée, on ne peut pas calculer 
A,B,C pour l’écorce comme pour le noyau. 

Aussi avais-je déjà émis des doutes dans le volume de l'Annuaire 
cité ci dessus, p. 300, sur l'exactitude de la période de 305 jours calculée, 
par les astronomes, dans lhypothése d'une terre solide. 

Afin de me mettre, autant que possible, à l'abri de l'erreur probable 
sur la période, c'est à dire sur la valeur de ne, qui doit être connue 
pour pouvoir résoudre les équations, jai pris trois séries d'observations 
faites pendant les mois de mars, avril et mai seulement des années 
1823—24—25. 

Elles ont fourni des résultats fort satisfaisants qui me confirmerent 
dans mes doutes sur l’exactitude de la période de 305 jours, à laquelle 
correspondrait un accroissement annuel de f égal à 428°, tandis que je 
trouvais un accroissement supérieur d'assez peu à 360°. 

Une série analogue d’observations de Preuss, en 1838, a corroboré 
ces doutes, et m’a permis d’établir la véritable valeur de l'aceroissement 
annuel de f, qui est de 390°.5, ce qui répond & une période de 336.5 
jours moyens. 

Fait surprenant, ce nouvel accroissement faisait merveilleusement 
concorder entre elles les déterminations de f faites par PETERS, NYRÉN 





1 RONKAR, Sur l'influence du frottement et des actions mutuelles intérieures dans 
les mouvements périodiques d'un système, t. 2 des Mémoires couronnés, publiés par 
l'Académie royale de Belgique. 1888. 
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et DowxnixG au moyen de trés longues séries d'observations, tandis que 
toutes ces valeurs étaient discordantes si lon partait de l'accroissement 
universellement admis de 428*. 

Mes valeurs de la constante 7 (0”.o8 en moyenne) concordaient 
également fort bien avec celles qui avaient été trouvées par PETERS, 
DowxrxG, Nvn£ÉN et BAckHUYZEN au moyen des variations de la latitude 
astronomique. 

Mais, comme il ne s'agissait pas ici seulement de la solution d'une 
question astronomique plus ou moins importante, mais de la solution de 
cette question autrement grave: la terre est-elle solide, ou non? je ne 
me suis pas borné aux déterminations précédentes; j'ai appliqué égale- 
ment, aux couples d'observations de la latitude faites par PErers, les 
formules exposées ci-dessus. 

Voici les résultats que m'ont fournies différentes séries, le centiéme 
de seconde étant pris pour unité. 


x y Poids 
1° avril—juin 1842 Or. 1* avril — 48.8 49.2 60 
2° juillet —sept. » ». I* juillet 15.4 — 354 51 
3? mars—avril 1843  » 1* mars — 35.0 33.1 32 
4° sept.—déc. » » 1" sept. — 108.7 750 22 
5° mars—mai 1844 » 1° avril 41.0 — 15.5 17 


Comme l'angle 3 ne varie pas suffisamment dans l'étendue d'une 
méme série pour qu'on puisse le déterminer d'une manière satisfaisante 
au moyen de celle-ci, nous combinerons la premiere série (la plus longue) 
avec chacune des autres, en supposant que l'angle # subisse l'aceroisse- 
ment annuel que nous avons déterminé de 390°.5. 

Si lon désigne par x et y les valeurs des inconnues, trouvées par 
lune quelconque des séries 2°—5° 
A l'accroissement de l'angle f de cette premiere origine à celle de la 
série considérée, par z,, y, les valeurs pour cette dernière origine, on 


, et ramenées au 1* avril 1842, par 


aura trés simplement 
x= x, COS À — y, Sin A, 


y = x, Sin À + y, cos A. 
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L'application de ces équations à chacunes des séries 2°—5° a donné 


x y poids 
2° 33-4 19.3 51 
S 23:8 34.2 32 
4° 1212-2 — 48.9 22 
52 33.4 28.3 17 


Et de ces valeurs, combinées respectivement avec les valeurs 


1° — 48.8 49.2 60 
. . vq 
on tire enfin, en calculant maintenant f par tg g = = 
— 11.3 35.5 IIT 3427.7 
— 43.6 44.0 92 CINES 
— 6.66 2/2; 82 BES od 
— 30.6 44.6 77 325.5. 


On voit, dans la concordance des valeurs de f? entre elles, la con- 
firmation de l'exactitude et de la eonstance de la période que nous avons 
assignée à la nutation initiale. 

A peine est-il besoin d'ajouter que l'applieation de la période de 
305 jours, ou de l'aecroissement annuel correspondant de 428°, eût conduit 
à des résultats absolument discordants. 

Les précédents s'écartent encore quelque peu de celui que PETERS 
a déduit de l'ensemble de ses observations. Mais il faut considérer que 
les séries que nous avons employées sont peu nombreuses, que la dé- 
termination des latitudes est bien moins propre que celle des ascen- 
sions droites à la détermination d'une quantité aussi faible que la nuta- 
tion initiale, que celle-ci enfin n'est pas encore connue d'une maniére 
compléte, comme il sera dit ci-dessous. 

Les séries des observations consécutives de GYLDEN et de NYREN 
étaient beaucoup moins nombreuses encore. Aussi n’ont-elles pas donné 
un résultat satisfaisant, quant à la determination de l'angle $. Par 
contre, la combinaison de tous leurs couples d'observations nous a conduit 
à une valeur de 7 égale à o".09, qui différe bien peu de celle que nous 
avons trouvée par les observations des passages de la Polaire de Srruve. 
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Comparons maintenant les meilleures déterminations qui ont été faites 
de l'angle # aux résultats que fournit l'application de notre période. 
Ces valeurs sont naturellement toutes ramenées à Poulkoya. 





Origine Observations Autorité observée calculée O—C 
1* janv. 1824 Polaire (Dorpat) BIA: ica 

» 1842 Latitude (Poulkova) PETERS 341°.6 340°.2 1.4 

» 1850 Pr. vert. (Poulkova)  NYRÉN 224° 224°.2 —0°.2 

» 1872 Latitude (Greenw. Downine 175°.2 175°.2 0°.0 


On peut donc actuellement considérer deux des constantes de la 
nutation initiale comme exactement déterminées. Ces constantes sont 


o 


7 = 0408; B = 4° (1890.0 Poulkova). 


Et, de plus, la non-solidité de la terre est démontrée. 

Ces résultats ont été établis, comme on vient de le voir, grâce 
surtout au caractère diurne de cette nutation, qui avait été laissé dans 
l'oubli par les astronomes, et qui a permis de la déterminer indépendam- 
ment de toutes les erreurs de réduction. 

Tout n'est pas dit encore, toutefois, sur la nutation initiale. Et il 
est trés possible que mes recherches ultérieures sur ce sujet me conduisent 
à démontrer à priori lexistence de la nutation diurne. 

Jusqu'ici elle ne peut étre considérée que comme trés probable. 

La fluidité intérieure superficielle du globe n'entraine, en effet, la 


; ds : : - B—A rp ; 
nécessité de la nutation diurne que si —g ‘st assez différent de zéro 


pour l'écorce, fait qu'on ne pourrait affirmer. 

Mais si lon peut le démontrer autrement que par la détermination 
méme des constantes de la nutation diurne, lexistence de celle-ci sera 
prouvée à priori. Or, comme je l'ai dit ci-dessus, il existe dans l'ex- 
pression de la nutation initiale un second terme, qui à été négligé par 
tous les astronomes, et que j'ai commencé par négliger moi-même, quoiqu'il 
figure dans mes formules comme dans celles de LaPprace.' 





! Voici la note que j'ai insérée à ce sujet dans mon Traité des réductions stellaires: 
Dans la pratique, on est astreint à poser x — O, vu l'ignorance où lon se trouve quant 


à la valeur de B — À, qui est certainement très petite. 
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C’est à la négligence de ce terme, me suis-je dit, que sont dues 
peut être les discordances que j'ai signalées ci-dessus dans les résultats 
déduits des séries d'observations de PETERS, de GYLDEN et de NynÉw. 

Et je me propose de rechercher ultérieurement si ces discordances 
ne disparaitront pas en faisant usage de l'expression complète de la nu- 
tation initiale, au lieu de se borner à n'en considérer que le premier terme. 

Si l'on désigne par / et m les vitesses angulaires de l'écorce terrestre 
autour des axes des moments À et B, les parties de ces vitesses qui 
proviennent des conditions initiales du mouvement seront 


l — a, cos (nié + ß,), 


m = a, Ve sin (nt + B), 


n étant la vitesse angulaire autour de l'axe de C, supposée constante, ¢, 





; : ab 4 
a et b représentant respectivement Gon C — A et C — B. 
Bornons-nous à considérer ici la variation qui en résulte en obliquité: 


d] s 
quce lcose + m &sn e, 

€ 

ou @ est ní + L, et L la longitude du premier méridien, passant par 


Aa 
laxe du moment 4; nous trouverons, en posant us MH See 





da í XN w:o. » 3 
renes d | ( I- :) sin (net + nt + f, + D) — 5 Sin (net — nt 4- B, — 1) ; 


\ 


; dd : : 
La présence de nt montre que IE change de signe d’un passage 
; 2 = 


supérieur au passage inférieur consécutif dans le méridien géographique. 
Occupons-nous donc seulement du passage supérieur; nous ferons 
ni — a, et, de plus, f, + L — B, d'où f, — L = f£ — 2L, ce qui donnera 


dt 7 . Keke 
D — =a, |(1 + 2) sin (nt + a + f — sin (ut — a qe j= i. 


dt 

On n'a fait usage jusqu'ici que du premier terme de cette expression, 
en négligeant x. 

Mais x est-il négligeable? 
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Nous ne le pensons pas. 
Le développement de son expression donne 
2 
A(C — A) = B(C— B)|1 + 2x + x", 
d'ou 


(Bc pia A EN EE B)x(1 ane 


DIN 
SS 


et 





(1 +) 


Or, nous ne pensons pas que la fraction soit insensible, pour 


Sd 
C— B 
l'écorce terrestre surtout. 

Si elle ne l'est pas, il y a lieu de rechercher quel est le second 
terme de la nutation initiale, dont aucun astronome ne s'est occupé. 

Et si l'observation donne, pour ce second terme, une valeur appré- 
ciable, peut-être alors les discordances signalées ci-dessus disparaitront- 
elles, mais surtout l'existence de la nutation diurne sera prouvée à priori. 

Les coefficients 7 et N de la nutation diurne et de la nutation an- 
nuelle qui figurent ci-dessus, p. 368, sont entre eux dans le rapport 


7 OB 45. 4| — (05 


N (BCE ADMET) 





FH 


ou, puisque 


\ 


(B= AB A 0) 2 RC eee 2). 
dans le rapport 
B(0 — B) 


rer, 





DIN 


A= 2x(1 + 


en x PRO . | deine 
Si done ax (a +=) est appréciable dans la nutation initiale, le 


zx 


sera également. 

Et, comme le mouvement de l'écorce est beaucoup plus indépendant 
de celui du noyau dans la nutation diurne que dans la nutation initiale, 
la premiére sera sensible si x l'est dans la seconde. 

A ceci ne se bornent pas les conséquences analytiques de la fluidité 
intérieure du globe. 
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Et lon va voir de combien de points, restés jusqu'ici obscurs, rend 
compte cette circonstance, dont aucun géometre ne s'était encore occupé. 

Mais auparavant, il est nécessaire que nous exposions d'abord, d'une 
manière un peu plus détaillée que nous ne l'avons fait ci-dessus, les ré- 
sultats auxquels lanalyse est arrivée dans l'étude des mouvements pério- 
diques d'un systéme de points matériels soumis à des forces extérieures 
en méme temps qu'au frottement et aux actions mutuelles de ces points 
les uns sur les autres. 

Ces résultats, établis par M. Ronkar,’ sont les suivants: 

Dans un semblable systéme, 

1^ les mouvements à trés longue période s'effectuent comme si tous 
les points étaient solidaires; 

2° les mouvements à trés courte période, comme si tous ces points 
étaient indépendants les uns des autres; 

3° dans les mouvements à période intermédiaire, il n'y a ni indé- 
pendance ni solidarité absolues entre les différents points du système? - 

Appliquons ces résultats au globe terrestre supposé constitué d'un 
noyau solide recouvert d'une couche fluide, et celle-ci d'une écorce égale- 
ment solide. 

La précession, qui est un mouvement à trés longue période, s'effec- 
tuera comme si la terre était solide; c’est-à-dire que les moments d'inertie 
A,B,C, qui entrent dans l'expression de sa constante, seront ceux de 
la terre entiere. 

La nutation diurne, dont la période est d'un demi jour sidéral seule- 
ment, s'effectuera à peu prés comme si l'écorce était indépendante du 
noyau; c’est-à-dire que les moments A,, B,, C, qui entrent dans l'ex- 
pression de sa constante, seront ceux de l'écorce solide. Quant à la nu- 
tation initiale, la question doit être examinée de plus pres. 

Cette nutation consiste en un mouvement de l'axe géographique -du 


l 








RoNKAR Sur l'influence du frotiement et des actions mutuelles intérieures dans les 
mouvements périodiques d'un système, t. 2 des Mémoires couronnés, publiés par l'Acad. 
roy. de Belgique. 1888. 

* Ce point capital est corroboré par la haute autorite de Sir W. THOMSON, qui a dit: 

»En la supposant rigide, l'écorce entrainerait complètement le noyau dans les oscilla- 
tions à longues périodes, telles que la préeession; mais les nutations à courte période 
(notamment celles de six mois et de quatorze jours) seraient fort altérées si non déna- 
turées.» (TISSERAND, Mée. Cél. t. 2, p. 480.) 
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monde, composé de deux parties dont les périodes sont respectivement 
27 27 


et 
n(t + 2) n(1 — 2) 
En méme temps donc que la terre effectue son mouvement de rota- 





: ; : , po , 2m 4, 
tion autour de l'axe instantané en une période égale à —, l'axe géogra- 
% mu 


phique a un double mouvement dont les périodes different tres peu de 
celle-ci. I} en résulte chaque jour un faible déplacement du pôle géogra- 
phique par rapport au pôle instantané; ou, puisque le pôle géographique 
peut étre considéré comme fixe sur la terre, on peut dire que le pôle 
instantané se déplace autour de celui-ci, et nous avons vu que l'observa- 
tion assigne a ce mouvement une période de 336.5 jours moyens. : 

Telle est done, en réalité, la période du mouvement relatif de 
l'écoree sur le noyau dans la nutation initiale, quoique la période du 
mouvement absolu qu'elle produit soit d'un jour sidéral environ. | 

Cette période de 336.5 jours approche très fort de celle des termes 
de la nutation qui dépendent de la simple longitude du soleil. 

Tous les astronomes et géometres, méme dans les Traités les plus 
récents, l'ont calculée dans l’hypothese d'une terre solide, et l'ont donnée 
2 022274 
m C—A C— À 
la valeur qui résulte des constantes de la précession et de la nutation. 


comme égale à — 305 jours sidéraux, en adoptant pour 


Or, comme nous l’avons dit ci-dessus, si dans le mouvement de pré- 
, ; I 

cession et peut-étre dans celui qui dépend du noeud de la Lune, l'écorce 
peut étre considérée comme solidaire avec le noyau, il n'en est pas de 


méme dans les mouvements à période intermédiaire. 


1 VIP : resale 
Pour ces derniers les valeurs mg sont intermédiaires entre les 
AaB > AIRES 
valeurs g»g trouvees pour la terre entière et les valeurs Qo appli- 
: ‘ fa 1 


sables à l'écorce seule, c'est-à-dire aux mouvements à très courte période, 
comme la nutation diurne. 
L'observation m'a démontré que, dans le mouvement relatif d'une 


T : > : 2 eye A 
période de 11 mois produit par la nutation initiale, NEXU EU 336.5 
jours moyens — 337.4 jours sidéraux. On a donc 
C — A C — A 305 C — A 


— — 4 = 0,9 
A A 337-4 AA 
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Or ce coefficient —4 que nous avons représenté ci-dessus par N, 

figure dans tous les termes de la précession et de la nutation. Pour la 

premiere il peut se calculer en rapportant A et C à la terre entiere, et 
nous admettrons qu'il en est de méme pour le second. 

Mais nous venons de voir qu'il n'en est plus de méme pour des 

termes d'une période de 11 mois; à plus forte raison pour ceux d'une 

période de 6 mois, d'un mois et moins encore. 


Tous les termes solaires et lunaires de la nutation, que les astronomes 


ont caleulés au moyen de la valeur rapportée à la terre solide, 


C — À 
A 
sont done fautifs. 
Il n'est pas possible actuellement à la théorie de déterminer dans 


(m RR omy op, , 
quel rapport —— doit étre modifié pour ces différents termes, et c'est 


à l'observation que s'impose cette recherche excessivement laborieuse. 

S'il est permis de conclure par analogie, le coefficient des termes an- 
nuels de la nutation devra étre réduit de o.1 de sa valeur; mais quant 
aux termes en 2C), la réduction sera peut étre encore plus considérable. 

Tirons maintenant quelques conséquences frappantes des prémisses 
que nous venons de poser. 

Rappelons d'abord que les astronomes n'ont encore tenu aucun compte, 
dans leurs réductions, de la nutation initiale, dont la période est, pour 
les observations méridiennes, de 336.5 jours moyens, c'est-à-dire approche 
d'assez prés de l'année; 

qu'ils ont employé un coefficient fautif pour les termes solaires de 
la nutation (en laissant ici de cóté les erreurs sur les termes lunaires, 
et en admettant qu'elles se compensent dans une longue série d'obser- 
vations); 

qu'ils n'ont tenu aucun compte de la nutation diurne, qui renferme 
également des termes solaires appréciables. 

Quelle confiance avoir, dés lors, dans les déterminations de la con- 
stante de l’aberration? Quoi d'étonnant si l'on ne trouve pas, dans ces 
déterminations, la concordance qu'il serait permis d'attendre d'observations 
et de réductions bien faites, et si elles ont conduit presque toutes à des 
parallaxes négatives? 


Tout est done à reprendre à nouveau en astronomie: la théorie du 
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mouvement de rotation de l'écorce terrestre en tenant compte du frotte- 
ment et des réactions intérieures du noyau, et les formules de rotation 
qui en découlent. 

La théorie n'en sera pas faite avant quelques années;' et les ob- 
servations, réduites selon les principes que nous venons d'exposer, dans 
lhypothése de la fluidité intérieure du globe, pourront conduire plus tót 
à des résultats satisfaisants. 

Elles nous ont déjà démontré cette fluidité intérieure en opposant à 
la période théorique de 305 jours, calculée dans l'hypothése de la solidité 
du globe, une période de 336.5 jours,’ et elles ont, par là méme, établi, 
avec une probabilité trés grande, l'existence de la nutation diurne. 

Elles me conduiront peut étre trés prochainement à la démonstration 
à priori de cette existence par celle d'un second terme de la nutation 
initiale, négligé par tous les astronomes, parce qu'ils ont fait B — À. 

Et il nous sera permis de regretter que, dans les traités méme les 
plus récents, on ait omis d'examiner au moins, d'une manière approfondie, 
l'influence que l'hypothése de la fluidité intérieure du globe pourrait 
avoir sur les coefficients des termes de la nutation, malgré les travaux 
que nous avons publiés sur ce sujet, et qu'on ait méme cru pouvoir 
contester l'existence de la nutation diurne, en en calculant le coefficient 
comme si la terre était solide! 


Bruxelles, 23 juin 1891. 





! Cette question vient d'être mise au concours par l Académie de Belgique. 

? Des recherches subséquentes m'ont conduit à admettre une période de 398 jours, 
qui s écarte davantage encore de la valeur théorique. 

> Théorie des mouvements diurne, annuel et séculaire de l'axe du monde. 1888. 

Traité des réductions stellaires. 1888. 

Annuaires de l'observatoire royal de Bruxelles. 1888— 189r. 

Bulletin de l'Académie royale de Belgique. 1885—189r. 

Astronomische Nachrichten. 1889— 1890. 

Bulletin Astronomique. 1800. 
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SOPHIE KOVALEVSKY. 


Notice biographique 
PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


Sophie Corvin-Kroukovsky naquit à Moscou, le i& janvier 1850.’ 
En septembre 1868 elle épousa Woldemar Kovalevsky, plus tard pa- 
léontologue distingué, et au printemps suivant, se rendit avec lui a Hei- 
delberg. La elle suivit assidüment les cours pendant trois semestres 
entiers, en étudiant les mathématiques et la physique sous la direction 
de Kirchhoff, de Königsberger, de du Bois-Reymond et de Helmholtz. 
Dès l'âge de quinze ans, elle s'était adonnée avec passion à l'étude des 
mathématiques; aussi, à son arrivée à Heidelberg, les éléments de la 
géométrie et du calcul infinitésimal lui étaient-ils depuis longtemps fa- 
miliers. En octobre 1870 elle se rendit à Berlin, ou elle passa, — sauf 
de courtes absences motivées par des voyages en France — quatre an- 
nées entiéres à étudier les mathématiques sous la direction spéciale de 
Weierstrass. 


Dans le courant de l'été de 1874 Sophie Kovalevsky fut promue, 
par la facu'té de philosophie de Göttingue, au grade de docteur en phi- 
losophie, i absentia et sans examen oral Comme thèse, elle avait pré- 
senté son mémoire Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, publié 





! Cette date est fournie par son acte de naissance dont une copie, délivrée par 
le consistoire de Moscou le $& février 1851, a été retrouvée parmi les papiers de la 
défunte. 
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dans le journal de Crelle, tome 80. Mais en outre, elle avait présenté 
à la faculté deux autres travaux, l'un, Über die Reduction einer bestimmten 
Klasse Abel'scher Integrale 3"" Ranges auf elliptische Integrale, publié plus 
tard dans ce journal, tome 4; l’autre: Zusätze und Bemerkungen zu La- 
places Untersuchung über die Gestalt der Saturnsringe, publié dans les 
Astronomische Nachrichten, tome 3. 

Aprés sa promotion elle retourna en Russie. Le j octobre 1878 
elle y donna le jour à une fille qui lui a survécu. En mars 1883 Wol- 
demar Kovalevsky mourut à Moscou dans de tragiques circonstances. 
Elle se trouvait alors à Paris: en apprenant la mort de son mari, et 
les circonstances qui l'avaient accompagnée, elle tomba malade et flotta, 
un mois durant, entre la vie et la mort. 

Vers la fin de juin, remise enfin de sa maladie, elle alla rejoindre 
à Berlin son fidéle ami et professeur, Weierstrass. Elle reprit avec 
ardeur ses travaux de mathématiques et termina les recherches qu'elle 
a publiées sous le titre: Über die Brechung des Lichtes im cristallinischen 
Mitteln, ce journal, tome 6. Dans le présent tome de cette publication, 
M. Vito Volterra a repris cette méme question: il a montré que les 
fonctions données par Sophie Kovalevsky comme intégrales générales des 
équations différentielles de Lamé, ne satisfont pas à ces équations, et il 
a donné les raisons de ce fait. 


Quelques années avant la mort de son mari, Sophie Kovalevsky avait 
exprimé le désir de se vouer à l'enseignement public et de professer dans 
une université. Ayant eu connaissance de son souhait et partageant 
depuis longtemps la haute opinion qu'avait M. Weierstrass sur le talent 
exceptionnel de son élève, j'avais pendant l'automne de 1880 formé le 
projet de faire nommer Sophie Kovalevsky mon docent (professeur agrégé) 
à l’université de Helsingfors, ou joccupais alors la chaire de mathe- 
matiques Ce projet échoua; mais lorsqu'au printemps de 1881 je fus 
appelé à l'université nouvelle fondée à Stockholm, j'entamai immédiate- 
ment des négociations avec les autorités universitaires, dans le but de 
faire désigner M"* Kovalevsky comme mon professeur agrégé, si elle y 
consentait. 

Pour elle-méme, les principales difficultés qui s'étaient opposées 
jusqu'alors à la réalisation de son désir, venaient de disparaitre à la mort 


Sophie Kovalevsky. Notice biographique. 387 


de son mari. Par une lettre du 5 août 1883, M. Weierstrass m'annonca 
qu'elle était disposée à faire un cours de mathématiques à Stockholm, 
mais que, pour commencer, elle ne voulait donner à ce cours aucun ca- 
ractere de publicité. En décembre 1883 Sophie Kovalevsky arriva à 
Stockholm, et pendant le semestre de printemps de 1884, devant un 
auditoire restreint, mais attentif, elle exposa, en langue allemande, la 
théorie des équations aux dérivées partielles. Grace au succés de ce 
cours, ainsi qu'à l'impression produite sur les cercles intelligents de Stock- 
holm par la personnalité sympathique et géniale de la conférenciére, il 
me fut possible de procurer des fonds suffisants pour faire nommer Sophie 
Kovalevsky professeur d'analyse supérieure à l'université de Stockholm, 
pour une période de cinq ans. Malgré le peu de temps qu'elle avait 
vécu en Suéde, elle possédait déjà assez notre langue pour pouvoir en- 
seigner en suédois dés son début comme professeur à l'université. 

Avant l'expiration de la période quinquennale, Sophie Kovalevsky 
remporta à l'Institut de France le prix Bordin pour son travail Sur le 
problème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe (ce journal, 
tome 12 et Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des sciences 
de l'Institut national de France, tome 31). 

Cette circonstance facilita mes efforts pour réunir les fonds néces- 
saires à l'établissement définitif de la chaire d'analyse supérieure à l'uni- 
versité de Stockholm. Ce fut au printemps de 1889 que notre uni- 
versité put s'assurer des services continués de Sophie Kovalevsky en la 
nommant professeur à vie. 

Ce ne devait pas étre pour longtemps. 

Sophie Kovalevsky avait passe ses vacances de l'hiver 1890—91 
dans le Midi, au littoral méditerranéen de la France. Pendant le voyage 
de retour elle eut un refroidissement, et le 6 février 1891, aprés avoir 
fait dans la matinée sa premiére lecon de l'année, elle fut contrainte de 
s'aliter, pour ne plus se lever. Elle expira le 10 février, au matin, 
d'une pleurésie violente, qui était vraisemblablement une forme de l'in- 
fluenza, et qui, des le début, défia tout l'art des médecins. 


Il est superflu de retracer aux lecteurs de cette revue l'oeuvre ma- 
thématique de Sophie Kovalevsky. On trouvera ci-dessous une liste 
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complète de ses ouvrages scientifiques ainsi que des cours qu'elle a pro- 
fessés à l'université de Stockholm. 


La phototypie placée en téte de ce numéro a été exécutée à Stock- 
holm, d'aprés une photographie datant de l'année 1887, époque à laquelle 
Sophie Kovalevsky était arrivée à l'apogée de sa carriére de mathéma- 
ticien, de professeur et de savant. 


Comme mathématicien, Sophie Kovalevsky appartient entierement à 
l'école de Weierstrass. Elle était pleine d'enthousiasme et de foi pour 
les idées de son maitre, ce vénérable vieillard qui a survécu à la mort 
de son éléve bien aimée. Elle voulait, par ses propres travaux mathé- 
matiques et par de nouvelles découvertes, prouver la portée et l'étendue 
de la doctrine de, Weierstrass. Comme professeur, elle s'efforcait, avec 
un zéle véritablement contagieux, d'exposer la pensée fondamentale de 
cette doctrine à laquelle elle attribuait la plus grande importance, méme 
pour la solution des problèmes les plus essentiels de la vie. Constam- 
ment et avec une joie manifeste, elle communiquait l'extraordinaire ri- 
chesse de son savoir et les profonds aperçus de son esprit divinateur à 
ceux de ses éléves qui montraient seulement la force et le vouloir de 
puiser à cette source. Personnellement, elle était extrémement simple. 
Elle joignait, à une instruction étendue dans les différentes branches de 
la science humaine, l'intelligence sûre, vive et sympathique de ce qu'il 
y a de personnel chez chacun de nous: aussi plus d'un homme, plus d'une 
femme, et non des moins remarquables, lui ont, sous l'influence de cet 
intérét qu'elle inspirait, et presque dés la premiére rencontre, confessé 
leurs sentiments et leurs pensées les plus intimes, les espérances et les 
doutes du chercheur, la faiblesse cachée de nouvelles doctrines, les raisons 
sur lesquelles se fondaient de futures attentes, comme du reste on lui a 
confié bien des fois les réves de félicité et la douleur causée par des dé- 
ceptions du coeur. Ces qualités qu'elle a apportées dans la carriere 
du professorat font comprendre sur quel fondement reposaient ses rela- 
tions avec ses éléves. 


Plus que les autres sciences, les mathématiques exigent de ceux qui 
sont appelés à augmenter par de nouvelles conquétes le domaine du savoir, 
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une imagination puissante. La clarté de la pensée n'a jamais, à elle seule, 
fait de découvertes. La meilleure oeuvre du mathématicien est de l'art, 
un art élevé, parfait, hardi comme les réves les plus secrets de l'ima- 
gination, clair et limpide comme la pensée abstraite. Le génie mathé- 
matique et le génie artistique se touchent, et il faudrait méme ex- 
pliquer pourquoi ces deux sortes de génies se développent si rarement 
chez le méme homme. Sophie Kovalevsky avait dés sa jeunesse hésité 
entre les mathématiques et la littérature. Déjà elle avait publié des 
esquisses littéraires et collaboré sous l'anonyme à quelques oeuvres. Pen- 
dant la période de fatigue qui suivit la publication de son travail sur 
le probléme de la rotation, elle eut envie de produire une oeuvre litté- 
raire qui fut originale et de valeur durable, et elle fit paraitre en 1889 
à Noël, en suédois et en danois, le livre La vie russe, les soeurs Rajevsky. 
Une rédaction un peu différente fut publiée en russe. C'est une descrip- 
tion de la maison paternelle et de sa propre jeunesse. La critique litte- 
raire de la Russie et des pays scandinaves fut unanime à déclarer que 
Sophie Kovalevsky avait égalé par le style et la pensée les meilleurs 
écrivains de la littérature russe. Ce succès et la joie de trouver le 
chemin des coeurs — aprés n'avoir pu parler qu'à un petit nombre dans 
ses travaux de mathématiques — déterminérent Sophie à se vouer plus 
sérieusement à la littérature, et elle le fit avec ce zéle brülant qu'elle 
portait en toutes choses. Elle commenca divers ouvrages, mais un seul 
put étre terminé et pourra étre publié à l'aide des courtes indications 
qu'elle a données quelques jours avant sa mort. C’est un roman qui 
paraitra en différentes langues, une étude psychologique sur la Russie 
contemporaine, que des connaisseurs ont déclarée tout-à-fait remarquable. 


La mort n'a pas seulement anéanti un avenir littéraire qui semblait 
plein d'extraordinaires promesses; elle a interrompu différents travaux de 
mathématiques, et notamment la conclusion de l'étude sur le probléme 
de la rotation. 


Sophie Kovalevsky gardera une place éminente dans l'histoire des 
mathématiques, et son oeuvre posthume qui doit bientót paraitre, con- 
servera son nom dans l'histoire de la littérature. Mais ce n'est peut-étre 
ni comme mathématicien ni comme littérateur qu'il sied d'apprécier et 
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de juger avant tout cette femme de tant d'esprit et d'originalité; comme 
personnalité, elle était encore plus remarquable qu'on ne pourrait le croire 
d'après ses travaux. Tous ceux qui lont connue et approchée, à quelque 
cercle, à quelque partie du monde qu'ils appartiennent, resteront constam- 
ment sous la vivante et forte impression que produisit sa personne. 


Octobre 1892. 
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Liste des publications scientifiques de Sophie Kovalevsky et de 


“I 


ses cours professés a l’université de Stockholm. 


Publications scientifiques. 


Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 

(Jnaugural- Dissertation, 1874; Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
t. 80, p. 1—32, Berlin 1875.) 

Über die Reduction einer bestimmten Klasse Abel'scher Integrale 
3°" Ranges auf elliptische Integrale. 

(Acta mathematica, t. 4, p. 393—414, Stockholm 1884.) 

Om ljusets fortplantning uti ett kristalliniskt medium. 

(Ofversigt af Kongl. Vetenskaps- Akademiens Förhandlingar, t. 41, p. 119—121, 
Stockholm 1884.) 
Sur la propagation de la lumiére dans un milieu cristallise. 
(Comptes rendus des séances de l'académie des sciences, t. 98, p. 356—357, 
Paris 1884.) 
Über die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln. 
(Acta mathematica, t. 6, p. 249—304, Stockholm 1883.) 

Zusätze und Bemerkungen zu Laplace's Untersuchung über die 
Gestalt der Saturnsringe. 

(Astronomische Nachrichten, t. 111, p. 37—48, Kiel 1885.) 

Sur le probléme de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. 
(Acta mathematica, t. 12, p. 177—232, Stockholm 1889.) 

Sur une propriété du systéme d'équations différentielles qui définit 
la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. 

(Acta mathematica, t. 14, p. 81—93, Stockholm 1890.) 

Mémoire sur un cas particulier du probléme de la rotation d'un 
corps pesant autour d'un point fixe, ou l'intégration s'effectue à 
l’aide de fonctions ultraelliptiques du temps. 

(Mémoires présentés par divers savants à l'académie des sciences de l'institut na- 
tional de France, t. 31, p. 1—62, Paris 1890.) 
Sur un théoréme de M. Bruns. 


(Acta mathematica, t. 15, p. 45—52, Stockholm 1891.) 


tà 


I 


IO. 


IT. 


Cours professés à l’université de Stockholm. 


Théorie des équations aux dérivées partielles. 
(Automne de 1884.) 

Théorie des fonctions algébriques d’après M. Weierstrass. 
(Printemps de 1885.) 

Algebre élémentaire. 
(Printemps de 1885.) 

Théorie des fonctions abéliennes d'aprés M. Weierstrass. 
(Depuis l'automne de 1885 jusqu'au printemps de 1887.) 

Théorie des fonctions potentielles. 
(Printemps de 1886.) 

Théorie du mouvement d'un corps solide. 
(Automne de 1886 et printemps de 1887.) 

Sur les courbes définies par les équations différentielles, d'aprés 
M. Poincaré. 
(Automne de 1887 et printemps de 1888.) 

Théorie des fonctions 0, d'aprés M. Weierstrass. 
(Printemps de 1888.) 

Applications de la théorie des fonctions elliptiques. 
(Automne de 1888.) 

Théorie des fonctions elliptiques d'aprés M. Weierstrass. 
(Automne de 1889.) 

Théorie des équations aux dérivées partielles. 
(Printemps de 1890.) 

Application de l'analyse à la théorie des nombres entiers. 
(Automne de 1890.) 
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Beneke'sche Preisstiftuug. 
Für das Jahr 1895 stellt die Fakultät die folgende Aufgabe: 


T »Die philosophische Fakultät wünscht Untersuchungen, welche 
ES in der Theorie der, von mehr als drei Veränderlichen abhängigen, 
allgemeinen Thetafunktionen einen erheblichen Fortschritt bilden.; 


s Bewerbungsschriften sind in deutscher, lateinischer, französischer oder eng- 
lischer Sprache abzufassen und bis zum 31. August 1894 auf dem Titelblatte mit 
einem Motto versehen an uns einzusenden, zusammen mit einem. versiegelten 
Briefe, welcher auf der Aussenseite das Motto der Abhandlung, innen Namen, 
Stand und Wohnort des Verfassers anzeigt. In anderer Weise darf der Name 
a des Verfassers nicht angegeben werden. Auf dem Titelblatte der Arbeit muss 
LA ferner die Adresse verzeichnet sein, au welche die Arbeit zurückzusenden ist, 

falls sie nieht preiswürdig befunden wird. 
Der erste Preis beträgt 1700 Mk., der zweite 680 Mk. 
Die Zuerkennung der Preise erfolgt am 11. März 1895, dem Geburtstage 
des Stifters, in öffentlicher Sitzung der philosophischen Fakultät zu Göttingen. 
Die gekrónten Arbeiten bleiben unbeschrünktes Eigenthum der Verfasser. 
Die Preisaufgaben, für welche die Bewerbungsschriften bis zum 31. August 
1892 und 31. August 1893 einzusenden sind, finden sich in den Nachrichten von 
der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universität 
zu Göttingen im Jahrgang 1890 Seite 151 und 1891 Seite 126. 
Göttingen d. 12. März 1892. 
Die philosophische Fakultät. 
er Der Dekan 
EN | ' — Riecke. 
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